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ANNUNZIO. 

Per ogni Nota o Memoria, prescntata in una sola adunanza de Circolo, la 
quale sorpassi le i6 pagine di stampa, rinune a carico deH'Autore la spesa di com- 
pasixians delle pagine eccedenti, in ragione di L. 3, 1 5 per ogni pagina o parte 
di essa. 

Gli Autori che desiderano Esiratli delle Note e Memorie inserite nei Rendi- 
cootiy sono vivamente pregati di avvertirne la Redazione nell'atto di rinviare le 
jirove di stampa. A fine di agevolare i soci nella pubblicazione dei loro lavori, 
f/& eitratti saranixo ad essi mandati a mano a mano che procede la stampa del 
fittdcolo. 

U preao degli estratti k regolatb come segue : 

Per im foglio di 8 pagine, o meno : 

SOesemplarisL. $; lOOsL. 7, 75; i5o=L. 11; 200=sL. 15, 7$; 2$o = L. 17; 
|00 =s L. ao, 2$; 550 =3 L. 25, $0; 400 = L. 26, 75. 

Per ogni foglio successivo di pagine 8, o parte di esso (oltre la spesa di com- 
posiiioiie» come sopra» per le pagins eccedenti i due fogli di stampa) : 

$0 esemplari =s L. 3, 75; 100 =s L. 5, 25; i)0 = L. 7, 25; 200 = L. 8, 75; 
350 as L. 10, 7s; 300 ssL. 12,75; 3so = L. 14,75; 400 = L- 16,75. 

Le tavole sono a carico degli Autori. 
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RICERCHE 

SUI SISTEMI LINEARI DI CURVE ALGEBRICHE PIANE, 

DOTATI DI SINGOLARITA ORDINARIE. 

Memoria IP di 6. B. 6 U C C I A, in Palermo (*). 



Adiuunsc dell'ii t 35 nMrio 1894. 



§ VII. 

Teoria dette curve * relative €id un faacio di curve. 

38. Nei §§ VII-XI di queste Ricerche, fondandomi suUe pii 
elementari nozioni di Geometria sulla retta, mi propongo di trattare 
con metodo siatetico alcune delle principali questioni della teoria 
generale delle curve algebriche piane, merci Tuso di certi luoghi 
geometrici relativi ad un fascio di curve, i quali indicher6 col nome 
di « curve 4> ». Tutti i problemi pei quali sono state fin qui adope- 
rate le polari relative ad una curva C, potranno essere risoluti pii 
speditamente mediante ie curve ^ relative al fascio individuato dalla 
curva data C insieme ad una curva ausiliare, dello stesso ordine, 
presa ad arbitrio nel piano. 

In un altro lavoro metodi analoghi saranno adoperati per lo 
studio di quvfstioni riguardanti le superficie algebriche. 

39. Siano nel piano : (C) un fascio di curve d'ordine n; P un 

(*) Vedi U Memoria i\ in questi Readicoati, t. VII, 1895, pp. 193-255. 
Rend, Circ. H(item,^ t. IX, parte i*. — Stampato il 24 settembre 1894. ; 



2 6. ft. 6UCCIA. 

posro zzxidiiL S: rniich: axi #^ El Imyfj da ^asTi if autatta ddlt 
tSMfOKi z^xixzi ii P z'lt zAT^ i:l fzs.'i: ' J j. Si ^ e am retta 
cocii:^!^ ii a.-^itrlo ::tl pcirto ^ s: jocsiiin li c::rva, Uj, itmluppo 
iilU reitt timremsi zlle jsrsr if (C) k» /flRfs if J(, e^ e cridente 
cae le tin^rcid coaixii ii P i.l*i3TlL:i:r» Q, i^i^ncr^nana 4 nci 
pond In c^ c;isii r^Hi e laic-rriM i-il I:ugj ♦,. VaI qxiaro dire 
at yocilnt itlli cum ♦, e uzuili illi rla>>e isHi cjrva 0-. 

Le carre i*I fisc-D (C) lzzorj:rziD '.i txu R in gmppi di « 
pear:, i qoa'.: costhisioco UTi*:aToluz:oa* i: ?nia m e pdmi specie. 
Poccbi qassti iaroilazioae possie-ie if* — i) poon doppi, nc s^ne 
che prr I'laTT.oppD H^ '^ «cri X e uii tingente maltipla del grado 
a(« — ij. D'a'tri pirti. lisuzi^ai^ sa.la rem R an ponso arbi- 
trario Q, :>er cursto :>ca:o riisa ar.i, ei una sola, rctta che i ivi 
tangente ad una CTirva d*^' fisrlo (C) (cuf'Ia radividuata da Q)* 
ossia ona, ed nna sola, recta dell'inrilappo Q, diversa da J?. IX qui 
s'inferisce che le tangead all'inviloppo H^ ^he si possoao coadurre 
dal pumo Q sooo ccuivalenti a 2(n — i)-ri=^« — i- Donquc, 
b dasse di Oj^, eppero Tordine ii #^, i as — i. Se ora si con- 
dace pel ponto P una trasversale artlrriria, questa retta incontrcri 
il luogo ♦^ nei 2(11 — i) punri doppi Jeirinvoloziooe di grado u 
e prima specie costicuita dai gnippi di n punti nei qoali la retta 
medesima i incontrata dalle curyi di (C). Donde si coQclode, che 
b canra ♦^ passa con (2 11 — i) — 2(11 — 1)^=1 ramo pd punto P. 
Laoode: 

n Imogo ^p , corrisp(mdinte ad un tmnto P del pumo, t deWw- 
dim 2 ff — It passa, in gencrait, cjh uh ramo pel pmnio P (*). 

40. Sappongasi che il fascio (C) possegga an punto base (r)-plo, 
B. Due casi sono da prendere in esame : 

a) n fascio coQtiene una curva, C, che ha in B un punto 
(r + ?)i>lo (? ]> o). In tal caso le r tangenti in B alia curva gene- 
rica del fascio, C*, sono tutte fisse (n*' 9, Teor. IT). 

b) II fascio non condene curva che ha in B un punto di mol- 



(*) C£r. Crenooa, /aCroiK^., n^' 85. 



fttCfiRCHB SUI SISTEMI LmEARI DI CURVE ALGBBRICHB, ETC. ) 

riplicit^ }> r. In tal caso una (almeno) delle r tangenti in B alia 
curva generica C* 6 mobile (n° 14, Teor. V). Con altre parole: i 
gruppi di r tangenti in B alle singole curve del fascio costituiscono 
un'involuzione di raggi, Jl , di grado r e prima specie, con o senza 
raggi base. 

In ciascuna di queste due ipotesi cerchiamo anzitutto come si 
comporta in B la curva 4»^, luogo dei punti di contatto delle tan- 
genti condotte da B alle curve del fascio (C). 

CASO a). — Una trasversale R condotta ad arbitrio pel punto B i 
incontrata dalle curve di (C) in gruppi di punti di un'involuzione di 
grado n e prima specie, la quale possiede un punto base (r)-plo B 
e contiene un gruppo (individuato dalla curva C) che ha in B un 
punto (r + p)-plo. Questa involuzione si scinde nel punto B con- 
tato r volte ed in un*involuzione di grado n — re prima specie la 
quale contiene un gruppo che ha in B un punto (p)-plo. Poichfe i (*) 

2(n — f — i) — (? — i) = 2« — 2f — p — I 

punti doppi (diversi da B) di quest'ultima involuzione sono i punti 
in cui la retta R, uscente da 5, h incontrata ulteriormente dal 
luogo 4^5 , se ne conclude che questa curva ha in B un punto mul- 
tiplo del grado 

(in — i) — (m — 2f — p — i) = 2f + p. 

a) Sia T una delle r tangenti fisse in B alia curva generica 
C*. Questa retta sari incontrata dalle curve di (C) in gruppi di 
punti di un'involuzione di grado n e prima specie, la quale pos- 
siede in B un punto base (r + i)-plo e contiene un gruppo (indivi- 
duato dalla curva C) che ha in 5 un punto (r + p)-plo. Questa 
involuzione si scinde nel punto B contato r + i volte ed in un'in- 
voluzione di grado n — r — i e prima specie la quale contiene un 
gruppo che ha in B un punto (p — i)-plo. Poichi i 

2(« — r — 2) — (p — 2) = 2« — 2f — p — 2 
(*) Dui proposition^ etc. Lemma II (ponendo ivi / s= i). 
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punti doppi (diversi da B) di quest' ultima involuzione sono i ponti 
in cui la retta T, uscente da JS, h ulteriormente incontrata dal luogo 
^0 y ne segue che la retta T ha 

(in — i) — (2n — 2r — p — 2) = 2r + p + i 

delle sue intersezioni con la curva ^^ riunite in B. Donde si con- 
clude che la retta T 4 tangentc in B alia curva ^j. 

P) Sia T una delle r+p tangenti in B alia curva O. Questa 
retta sar^ incontrata dalle curve di (C) in gruf^i di punti di un'in- 
voluzione di grado n e prima specie, la quale possiede in B un punto 
base (r)-plo e contiene un gruppo (individuato dalla curva C) che 
ha in B un punto (r + p + i)-plo. Questa involuzione si scinde 
nel punto B contato r volte ed in un' involuzione di grado n — r 
e prima specie, la quale contiene un gruppo che ha in B un punto 
(p + i>plo. I 

2 (if — r — i) — p = 2n — 2r — p — 2 

punti doppi (diversi da B) di quest'ultima involuzione cssendo i 
punti in cui la retta T, uscente da B, h ulteriormente incontrata 
dal luogo ^^, se ne conclude che 

(2« — i) — (m — 2r — p — 2) = 2r + p4- i 

intersezioni di T con ^g sono riunite in £, e cons^;uentemente che 
la retta T h tangente in B alia curva 4>j. 

Riassumendo : 

Tegrema XXXVII. — Se un fascio (C) possiede un punto hau 
(rypio, B, e contiene' una curva, C\ dotata in B d'un punto (r+fypio 
(p>o), il luodo «I>^ (n° 39) corrispondente al punto B passa, in gen^ 
rale, con 2 r + p ratfii pel punto B ed ha ivi per tangenti it r tan- 
genti fisse del fascio e le r + f tangenti. della curva C (*). 



(•) Posto r = n — I, onde p = i : Per un fascio d'ordinc n con un punto 
bftse (n — i)-pio, i?, a tangenti fisse, il relative luogo 4>|| si scinde nelk n — i 
tangenti f^sse in P c nelle n rette che costituiscono la curva del £tscio dotata 
d'un punto (n)-plo in B [Teor. IV, nota, Esempio c)]. 
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CASO b). — Una trasversale R condotta ad arbitrio pel punto £ i 
incoQtrala dalle curve di (C) in gruppi di punti di un'involuzione di 
grado n e prima specie dotata in B d'un punto base (r)-plo, ossia 
di un'involuzione la quale si scinde nel punto B contato r volte ed 
in un'involuzione di grado n — re prima specie. Poichi i 2 (« — r — i) 
punti doppi di quest'ultima involuzione sono i punti in cui la retta 
Ry uscente da B, incontra ulteriormente il luogo 4^g , se ne conclude 
subito che questa curva ha in £ un punto multiplo del grado 

(in — i) — 2(n — r — i) = 2r + i. 

Sia / una qualunquc delle 2r + i tangenti in B alia curva ^g. 
Questa retta incontreri ulteriormente il luogo 4>3 in 

(in — i) — (2 r + 2) = 2 (n — r) — 3 

punti, ciascuno dei quali & doppio per I'involuzione di grado n — r 
e prima specie costituiu dai gruppi di fr — r punti in cui la retta 
/ i incoDtrata ulteriormente dalle curve del fascio (C). Pertanto 

2(n — r— i) — [2(n — r)— 3]=i 

dei 2 (n — r — i) punti doppi cbe competono a questa involuzione 
& il punto B. Val quanto dire che fra le curve del fascio (C) ve 
n'i una cbe ha r + 2 intersezioni con la retta / riunite nel punto B. 

Reciprocamente, se una retta uscente da £ ha r + 2 intersex 
zioni riunite in B con una curva del fascio (C), la retta medesima 
sari una delle 2r4-i tangenti in B alia curva 4^^. 

Suppongasi che Tinvoluzione di raggi J^^ di grado r e prima 
specie, costituita dai gruppi di tangenti in B alle singole curve ddl 
fascio (C)f possegga un raggio base semplice r. Fra le curve di (C) 
ve ne sari una, ed una sola, la quale ha, con la retta ?, r + 2 in- 
tersezioni riunite in B, Questa retta dunque sari una delle ir + i 
tangenti in B alia curva 4>^. 

Ma in questo caso la retta r hy in B, pel relativo ramo della 
curva 4^gy una tangente stazionaria. Infatti, la retta medesima h incon- 
trata dalle curve del fascio (C) in gruppi di punti di uu'involuzione di 
grado n e prima specie dotata in B d'un punto base (r + i)^lo, 
ossia di un'involuzione la quale si scinde nel punto B contato r + i 
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volte ed in un'involuzione di grado n — r — i e prima specie. Poichi 
i 2(11 — r — 2) punti doppi di quest' ultima involuzione sono i punti 
in cui la retta t, uscente da J5, incontra ulteriormente il luogo ^^ , 
ne segue che 

(2 11— i) — 2(n — r — 2)i=2r + 3 

intersezioni della retta t con il luogo ^g saranno riunite in 5. Val 
quanto dire che la retta t ha tre intersezioni confuse in B col ramo 
della curva ^g del quale essa i la relativa tangente. 

Cosi, se in una retta t vengono a coincidere g (<^ r) raggi base 
semplici dell'involuzionc /;, la retta medesima conteri per g dellc 
2 r + I tangenti in B alia curva O3 , ed avri con la curva ^^ 2 r + 3 
intersezioni riunite nel punto 5. 

Riassumendo : 

Tegrema XXXVIII. — Se un fascio (C) possiede un punto base 
(jyplo, B, i cui gruppi di tangenti alle singole curve costituiscono 
un*invoIu:(^ione, /J, di grado r e prima specie, il luogo 4^^ (n** 39), 
corrispondente al punto B, passa per questo punto, in generate, con 
2 r + I rami a tangenti distinte, ciascuna delle quali I una retta che 
ha r + 2 inter se:(ioni riunite in B con una curva del fascio ( C). In 
particolare, se V involu:(ione /^ possiede un raggio base di grado g (<; r), 
questo contera per g tangenti in B alia curva 4^g ed avrh con la curva 
^B 2 r + 3 intersezioni riunite nel punto B (*). 

41. Dal Teor. XXXVII per r = 0: Se un fascio contiene una 
curva, C\ dotata d'un punto (p)-plo, B (che non sia punto base del 
fascio), il relativo luogo 4>^ passa con p rami pel punto B ed ha ivi 
le stesse tangenti della curva C\ In particolare : se s tangenti in B 
alia curva O coincidono in una, in questa coincideranno s tangenti 
in B alia curva 4>j. 

(•) Posto r = II — i: Per un fascio d'ordine n con un punto base (n — i)-pIo, 
Bf i cui gruppi di tangenti alle singole curve costituiscono un^involuzione di 
grado n — i e prima specie, il relativo luogo 0^ si scinde nelle rette che con- 
giungono il punto B a' residuali n* — (n — i)* = 2n — i punti base semplici 
del fascio. In particolare, 9«;n— 1) di questi ultimi punti base possono essere 
innnitamente vicini al punto B in direzioni dbtinte o coincidenti. 
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a) Conseguentemente^ per p z= i : Dato un fascio di curve, il 
luogo 4>p corrispondente ad un punio qualunque, P> del piano passa 
semplicemente pel punto P (n*" 39) ed i ivi tangtnte alia curva del 
fascio individuata dal punto P. 

42. Cerchiamo ora, in ciascuna delle ipotesi a) e b) del n° 40, 
come si comporta in B la curva 4>p corrispondente ad un punto, P, 
preso ad arbitrio nel piano. 

CASO a), — Sia R una retta condotta ad arbitrio pel punto 5 e si 
consideri anzitutto la curva, O^ , inviluppo delle rette tangenti alle curve 
del fascio (C) nei punti di R. Questa retta 6 incontrata dalle curve 
di (C) in gruppi di punti di un'involuzione di grado n e prima 
specie, la quale si scinde nel punto B contato r volte ed in un'in- 
voluzione di grado n — r e prima specie che contiene un gruppo (in- 
dividuato dalla curva C), per il quale 5 4 un punto (p)-plo. Que- 
st'ultima involuzione contiene 

2(n — r — i) — (p — i) = 2fi — 2r — p — i 

punti doppi (diversi da 5), in ognuno dei quali la retta R 4 tan- 
gente ad una curva del fascio (C). Di qui s'inferisce che per I'in- 
viluppo Qj^ la retta R i una tangente multipla del grado 2 n — 2 r — p — i. 
Se ora si assume suUa retta R un punto arbitrario Q, per questo 
punto passa una, ed una sola, retta che 4 ivi tangente ad una curva 
del fascio (C) (quella individuata da Q)y ossia una, ed una sola, 
retta delPinviluppo Qj^ diversa da R. Sono dunque equivalent! a 
(2n — 2r — p — i) + i=2n — 2r — p le tangenti che si pos- 
sono condurre da Q all'inviluppo Q^; epper6 questa curva 6 della 
classe in — 2 r — p. 

Ritomiamo ora al luogo 4>p. I punti in cui questa curva incon- 
tra la retta R oltre il punto B sono nel tempo istesso i punti in cui 
le 211 — 2f — p tangenti condotte da P all'inviluppo Qg^ incontrano 
la retta R. Di qui s'inferisce che delle in — i intersezioni di R 
con Op ve ne sono 

(2 If — i) — (211 — 2r — p)z=2r + p — I 

riunite in B. Dunque: il luogo 4>p ha in B un punto tnultiplo del 
grado 2r + p — i. 
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Indichiamo oon : 

A^ il giiippo .delle r tangenti (fisse) in B alia curva generici 
del fascio; 

A^ il gnippo delle r + p tangenti in B alia curva O; 

t la retta PB. 

Possiamo intendere che il fascio sia individuate dalla curra C 
insieme ad un'altra qualunque delle sue curve, C (le cui r tangend 
in B costituiscono il gruppo iisso \) e scriveremo (C) ^ (C» O). 

Si conduca pel putito P una trasversale arbitraria Te siano ri* 
spettivamente : 

(il, > A^y . . • if J, (il, f il^ , ... A^J 

i due gruppi di n punti in cui la retta T h incontrata dalle curve 
C, C\ Questi due gruppi individuano un'involuzione di grado ft e 
prima specie, i cui 2(n — i) punti doppi, che indicher6 con 

sono i punti nei quali la trasversale T & incontrata dal luogo ^p. 
Congiungendo i punti A, A\ D col punto B si otterranno tre gruppi 
di raggi 

(21) (A,B, A,B,...A.B), (A:B, A^B, . . . A'^B) 

(22) (D, B, D^B, ... Z),^_^ B), 

Tultimo dci quali h costituito dai raggi doppi deirinvoluzione di 
grado n e prima specie individuata dai primi due. (x)si, per ogni 
posizione delta trasversale T (condotta per P), si avranno due gruppi 
di n raggi (21), i quali determinano un'involuzione di prima specie 
i cui 2(ff — i) raggi doppi (22) incontrano la retta T in punti del 
luogo ^p. 

Se ora si suppone che la retta T^ ruotando attomo al punto P, 
venga a coincidere col raggio /, al limite : 

I ° il gruppo (J, Bj A^ B, • . . A^ B) sari costituito dal gruppo 
A^ e dal raggio t contato n — r volte; 

2** il gruppo {A\B, A[B, ... A'^E) sari costituito dal gruppo 
Aj^ c dal raggio t contato n — r — p volte; 
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3** il gruppo (D, 5, D^B, ... -D,^^,) B) sari costituito dalle 
2 f + p — I tangemi in B alia curva 4>p e dal raggio / contato 

2(fi — i) — (2f + p— i) = 2n — 2r — f — I 

volte. Dunque : le 2 r + p — i tangenti in B alia curva Op sono : 
i raggi doppi (diversi da /) deirinvoluzione di grado n e prima specie 
individuata dai due gruppi di n raggi : 

ossia : 1 raggi doppi (diversi da t) deWinvoluiione di grado r + p e 
prima specie individuata dai due gruppi : 

(23) V^'. ^'r^- 

a) Suppongasi che ^O i) raggi del gruppo 1^ (ovvero del gruppo 
Aj^ coincidano in uno, t. In questo case nella retta t coinci- 
deranno s — i raggi doppi deirinvoluzione individuata dai due 
gruppi (23). 

P) Suppongasi che s raggi del gruppo \ ed s* raggi del gruppo 
a' coincidano tutti in uno, t ( j 5*^ s'). Scrivendo : 

le tangenti in B alia curva *p diverse da t saranno (23) i raggi 
doppi (diversi da / e da t) deirinvoluzione di grado r + p e prima 
specie individuata dai due gruppi : 

ossia, supposto ad es. j <::^ j', i raggi doppi (diversi da / e da t) 
deirinvoluzione di grado r + p — ^ e prima specie individuata dai 
due gruppi : 

i^Mi. Cw. MaUm.t u IX, parte i\ — Stampato il 24 settembre 1894. 3 
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Ora quest' ultima involuzione possiede : 
2(r-[-p-J~ i) — {? — i) — {s' — s—i)=z2r + f — s — s' 

r.^;j;i doppi Jivcrsi Ja / c Ja t. Dunque, nel caso attuale, dcUe 
tr \ f - I tangoiui in B alia curva 4>p ve ne saranno 

(a r + p — i) — (2 r + p — J — xO = J + ^' — I 

Ic quali si confondono col raggio t. 

y) Ni'iripi>to<i proccJcntc sia sz=s\ In questo caso le tangenri 
ii\ /' .dl.i curv.i ^p diverse da t saranno i raggi doppi (diversi da 
/ c da t) lUirinvoluzionc di grado r -f ? e prima specie individutta 
dai duo gruppi : 

uMia i raggi doppi (diversi da /) deirinvoluzione di grado r + p — $ 
prima specie individuata dai due gruppi ; 

1{ come quest*ultima possiede : 

2(r \ f — s — i) — {? — i) = 2r + f —2S— I 

raggi doppi diversi da /, se ne conclude che dellc ar + P — i tan- 
genti in li alia cur\'a 0p ve ne saranno in questo caso 

(i r + p — i) — (3 r -f ? — 2 X — i) = 2 J, 

le quaii coincidono ncl raggio t. 

RiassumenJo : 

Teorenia XXXIX. - SLi lit: un ys:L^ Ji curvt, il qmaU pQS- 
siedc nn punio l^asj (ryr\^, /:, c' ::ri:icfu una curva, C, dotata in B 
d'un punto (r + ^yph (5 > o). Siano: 



i^M^MAd 
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A, il gruppo delle r tdngenti fisse in B alia curva gmirica 44 

fascia; 

A' il gruppo delle r + p tangenti in B alia curva C. 

// luogo Op (n° 39), corrispondente ad unpunto P fissato ad arbitrio 
nel pianOy passa, in generale, con 2 r + f — ^ ^fi^^i P^^ punto B, ed 
ba ivi per tangenti 1 2 r + p — i raggi doppi (diver si da t^PB) 
dell'involu:^ione di grado r + f e prima specie individuata dai 4^^ 
gruppi di r + p raggi : 

In particolare : 

a) Se ^O i) raggi del gruppo A^ (owero del gruppo A' ) coin- 
cidono in uno, in questo coincideranno s — i delle 2 r + p — i tan- 
genti in B alia curva <^p. 

P) St s raggi del gruppo A^ ed s' raggi del grt^po A^ (s 9^ 5') 
coincidono in uno, in questo coincideranno s -{- s' — i dtlle 2r + p — i 
tangznti in B alia curva Op. 

Y) Se s raggi del gruppo \ id s raggi del gruppo A^ coinddom 
im uno, in questo coincideranno 2 s delle 2 r + p ^- i tangenti in B 
alia curva Op. 

CASO b). — Per conoscere, neiripotesi(i) del n°40, comesi^am- 
poitd in B la purva Op corrispondente ad un punto qualunque P dd 
ptaao, consideriamo, come sopra, I'inviluppo Qj^ relativo ad una retta 
i? cofMlo^a ad arbitrio pel punto P. 

La retta R i incontrata dalle curve di (C) in gruppi di puDti 
di un'involuzione di grado n e prima specie, dotata in B d'un punto 
b^se (r)-plo, la quale possi^d^ 2(« — r — i) punti doppi div-ersi 
Ua B. In ognuno di questi ultimi punti la retta R h tangente ad una 
cui-va del fascio. Ma nell'lpotesi attuale vi 6 inoltre una (ed una 
sola) jcurva del fascio che i tangente alia retta R nel punto B. P^r- 
tanto la retta R sari, per I'inviluppo Qj^ , una tangente multipla del 
grado 

2(n — r— i) + i = 2n — 2r — i. 

Osservando poi, come diaosa^ che per un punto Q^ scelto ad arbir 
tdo -sulk fetta R, passa una^ ed una sola, retta tangente ia Q a^ 
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una curva del fascio (C) (quella individuata da 0, se ne conclude 
che il numero delle tangenti che si possono condurre da Q airin- 
viluppo Qj^ i equivalentc a 

(2 If — 2 f — i) + I = 2 (n — r); 

eppero che la curva Q^ 4 della classe 2(n — r). 

Ci6 posto, i punti in cui la retta JJ, uscente da B, incontra ul- 
teriormente il luogo ^p sono i punti in cui le 2 (n — r) tangenti 
condotte da P airinviluppo Qj^ incontrano la retta R. Talchi, delle 
2 If — I intersezioni di R con Op ve ne sono 

(2 n — i) — 2 (n — r) =2 2 r — i 

confuse nel punto B. Dunque : il luogo 4>p ha in B un punto tnul' 
tiplo del grado 2 r — i . 

Considerando due gruppi di r tangenti in B a due curve scelte 
ad arbitrio nel fascio (C), come quelli che individuano Tinvoluzione 
di raggi J) > con procedimento affatto analogo a queilo adoperato piii 
sopra (a) si trova che i 2(r — i) raggi doppi di J], sono tangenti in B 
alia curva Op. Cosi, in particolare, se I'involuzione /J possiede ua 
raggio base (j)-plo , t, clie i nel tempo istesso raggio {s -{- <r)-plo 
(<r X i) per uno dei suoi gruppi, delle anzidette 2 (r — i) tangenti 
in B alia curva Op ve ne saranno 2J4-<r — i le quali coincidono 
nella retta t. 

La rimanente tangente in B alia curva Op k la retta PB. 
Infatti, poich6 la curva Op passa semplicemente pel punto P (n° 39, 
n*" 41, a) ed incontra la retta PJ5, oltre P t By nei 2(11 — r — i) 
punti doppi (diversi da B) deirinvoluzione di grado n e prima specie, 
dotata d'un punto base (r)-plo in By che h costituita dai gruppi di 
punti in cm PB h incontraia dalle curve di (C), ne segue che 

{in — i) — I — 2{n — r — i) = 2r 

intersezioni della retta PB con il luogo Op sono confuse in 5; val 
quanto dire che PB h una delle 2 r — i tangenti in B alia curva Op. 
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Riassumendo : 

Teorema XL. — Sia dato un fascio di curve , il quale possiedt 
un punto base (ryplo, J?, con una (almend) tangente mobile. II luogo 
*p (^° 39) corrispondente ad un punto P, fissato ad arbitrio nel piano, 
passa, in generale, con 2r — i rami pel punto B,edha ivi per tangenti 
la retta PB ed i 2(r — i) raggi doppi delV involuT^ione di grado r 
t prima specie, ]\, costituita dai gruppi di r tangenti in B alle sin- 
gale curve del fascio. 

a) In particolare : Se VinvoluT^ione P, possiede un raggio base 
(iyplo, che sia raggio (s + (syplo (a ^ i) per uno dei suoi gruppi, 
in questo coincideranno 2 5 + <r — i tangenti in B alia curva *p. 

43 . Dal Teorema XXXIX per r = : Se un fascio contiene 
una curva, C^ dotata d'un punto (p)-plo B (che non sia punto base 
del fascio), il luogo 4^p , corrispondente ad un punto qualunque P del 
piano, passa con p — i rami pel punto B ed ha ivi per tangenti i p — i 
ra^ doppi (diversi da t^ PB) deU'lnvoluzione di grado p e prima 
specie individuata dai due gruppi di p raggi 

dove A^ indica il gruppo delle p tangenti in B alia curva C. In 
particolare: se ^O i) raggi del gruppo A' coincidono in uno, in 
questo coincideranno s — i tangenti in B alia curva 4>p. 

44. Pal Teorema XL per f=i: Se 5 6 un punto base semplice 
di un fascio, a tangente mobile, la curva 4>p , corrispondente ad un 
punto qualunque P del piano, passa semplicemente per B ed ha ivi 
per tangente la retta PB. 

45. Con gli stessi metodi fin qui adoperati si possono ottenere 
inmiediatamente varie altre proposizioni intorno al modo di com- 
portarsi di un luogo 4>p in un punto multiplo ordinario della curva 
generica o di una speciale curva del fascio, in diversi casi di coin- 
ddenza delle relative tangenti. Cosi , ad es., si hanno i seguenti 
enunciati : 

a) Se un fascio contiene una curva, Q, dotata d'un punto (p)-plo 
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B con x«p) tangenti coincidenti in una medesima retta t, il luogo 4>p 
cofrispondente ad un punto P della retta t (diverse da B) avri in 
B un punto (p — i)-plo con s tangenti coincidenti n^^ia retta t. Le 
rimanenti f—s — i tangenti in B alia curva 4>j,saranno i raggi doppi 
(diverst da t) dell'mvoluzione individuata dai gruppi t^', A' (dove 
1' indica il gruppo delle p — s residuali tangenti in B alia curva C). 
p) Se un fa6cio contiene una curva dotata d'un punto (p)-plo 
B con tutte le tangenti coincidenti in una medesima retta t, il luogo 
♦p corrispondcnte ad un punto P della retta t (diverso da E) avri 
in By in generale, un punto (p)-plo a tangenti distinte. Quando il 
punto P percorre la retta t i gruppi di p tangenti in B alia corn- 
spondente curva ^p generano un'involuzione di grado p e prima 
specie senza raggi base, la quale contiene un ^uppo (quello rela- 
tive alia curva ^g) che i costituito dal raggio t contato p vdbte 
(Teor. XXXVU per r z= o). 

46. Si pu6 ancora dedurre dal Teor, XXXIX la seguente pro^ 
posizione : 

Se in un fascio d'ordine « vi 6 un luogo , composto di una 
curva K d'ordine v, contata (x. volte, e di una residuale curva sem- 
plice L d'ordine n -^ vfA, il luogo 4>p , corrispondente ad un punto P 
fissato ad arbitrio nel piano, si scinde nella curva K contata pi — i 
volte ed in una curva residua ^p d'ordine (in — i) — ^(V"^ ^% 
la quale, in generale, passa con un ramo : per ciascuno degli n v 
punti base del fascio che trovansi suUa .curva K; per ciascuno degli 
n(n — vpt) punti base del fascio che trovansi sulla curva L; per 
ciascuno dei v (n — v p.) punti comuni alle curve K ed L. 

Per (A> I, se S 4 uno degli «v punti base appartenenti a K 
e si indica con a la tangente fissa in B alia curva generica del fa- 
scio e con p la tangente in B alia curva K , allora la tangente in 
B alia curva 4>p sari il raggio doppio (diverso da / ^ PB e da p) 
d<rll'involuzione di prima specie e grado (x. individuata dai due 
gruppi : a. t^\ ^^ (Teor. XXXIX, «) (*). 

Se B 4 uno degli n(n — v jjl) punti base del fascio che tro^ 

<*) Per |A = J, la curva *J, a.vii per ungente in i? la retta J^B (n° 44). 
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vansi suUa curva L, la curva *p ha per tangente in B la retta PB 

(n- 44). 

Sc J5 e uno del v (n — v {a) punti comuni alle curve K ti L 
e si indicano risp. con p e y le relative tangenti in B , allora la 
tangente in B alia curva *p sari il raggio doppio (diverse da t^P B 
c da P) deirinvoluzione di prima specie e grado (a -[- i individuata 
dai due gruppi : t^\ ^^. y (n° 43). 

a) In particolare , se un punio , B, della clirva (p.)-pla K fe, 
nel tempo istesso^ punto base (p>)-plo, a tangenti mobili, del fascio, 
in ^al caso il luogo residuo Op passeri pel punto B con (x rami ed 
avri ivi per tangenti la retta P B ed i jx — i raggi doppi (diversi 
dalla tangente in B alia curva K) dell'involuzione , /^, di grado [ji 
e prima specie, costituita dai gruppi di pt tangenti in B alle singole 
curve del fascio. Se, inoltre, Tinvoluzione /J possiede un raggio base 
(j)-plo, che sia raggio (s -[- (r)-plo (a X i) per uno dei suoi gruppi, 
in questo coincideranno 2 5 + a — i delle anzidette (x. — i tangenti 
in B alia curva *p (Teor. XL). Etc. etc. 

§ VIII. 
8ti4 punH doppi deUe curve d'tt/n fascia. 

^7. Sia (C) un fascio generale d'ordine «. Si assumano arbi- 
trariamente ncl piano due punti P, Q. I corrispondenti luoghi *p, *q 
passeranno entrambi, con un ramo, per ciascuno degli n^ punti base 
semplici di (C) (n** 44) e per ciascuno dei 2 (n — i) punti in cui 
la retta PQ i tangente a curve di (Q. Ora, uno qualunque , 2), 
dei residuali 

(2 « — i) ^ — n* — 2 (n — i) = 3 (« — i)* 

punti d' intersczione delle curve Op, O^ 6 tale che ciascuna delle 
rctte DP, DQ ha due intersezioni riunite in D con una curva di 
(C). Da qui s'inferisce che D 6 punto doppio per quella curva che 
esso individua nel fascio (C). Doride il noto teorema : 

€ Le curve di un fascio d'ordine n hanno, in generale, 3 (n — i)* 
punti doppi >. 
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48. Nciripotesi che il fascio (C) possieda, in iin punto B del 
piano, una singolariti base qualunquc (*), proponiamoci di esprimere 
Tabbassamento U prodotto dal punto B nel numero 3(11 — i)' dei 
punti doppi del fascio. 

Siano : V il numero delle intersezioni confuse nel punto B di 
due curve qualunque del fascio; W il numero delle intersezioni con- 
fuse nel punto J3 di due luoghi Op, O^ corrisponJenti a due punti P, Q 
fissati ad arbitrio nel piano; S il numero dei punti doppi del fascio 
(Q diversi da B. Poichi le curve 4>py ^q passano inoltre, con im 
ramo, per ciascuno dei residuali n' — V punti base semplid di (C) 
e per ciascuno dei 2(fi — i) punti in cui la retta PQ & toccata da 
curve di (Q, ne segue che tsst s'incontreranno ulteriormente in 
(2n— iy — W — in' — F) ^ 2{n - i)z= ^{n— iy — W + y 
punti, ciascuno dei quali (n"* 47) sari doppio per una curva del 
fascio (C). Si ha quindi 

i = 3(n-iy-JF+r; 
epper6 

t7=3(fi— iy — l=:W—r. 

Laonde : 

Teorema XLI. — St due curve dello stesso or dine C, O passano 
in niodo auALUNauE per un medesimo punto B del piano, Vabbassa- 
mento prodotto dal punto B nel numero dei punti doppi del fascio 
(C, O) i uguale al numero delle interse:(ioni confuse in B dei luogbi 
♦p, Og (n° 39) corrispondenti a due punti P, Q fissati ad arbitrio nel 
piano, diminuito del numero delle intersezioni riunite in B delle curve 
C, C. 

a) Per Fz=o, ossia nell'lpotesi che una delle due curve non 
passi pel punto B: 

Se una curva possiede, in un punto B, una singolarita auALUNQ.UE, 
I' abbassamtnto prodotto dal punto B nel numero dei punti doppi del 



(*) Per la ricerca contenuta in questo numero usciamo eccezionalmente dal 
campo delle singolarit4 ordinarie, al quale abbiarao inteso di limitarci nel pre- 
sente lavoro. 
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fascio individuato dalla curva nudesima insieme ad un'aUra curva dello 
stisso ordinCy non passante per B, I uguale al numero delU inter st^ioni 
cattfuse in B dei luoghi 4^p, ^q (n"" 39) corrispondenti a due punti 
P, Q fissati ad arbitrio nel piano. 

49. In viiti!i dei teoremi sulle curve 4> dimostrati pUi sopra, U 
relazione 

(24) U+ F—W=o 

ci permette di determinare il numero U in van casi di singolarit^ 
basi ordinarie di un fascio. 

a) Suppongasi chc le curve C, C (Teor. XLI) passtoo rispet- 
dvtmente pel punto B con f , r + p (p ]> o) rami a tangenti distinte 
e diverse per le due curve. In tal case si ba subito 

F=r(r + f) 
ed in vircA del Teor. XXXIX : 

fr=(2r + p-iy c). 

Onde 

U=W— F= (2 r + p — ly — r{r + p). 

Epper6 (n** 40, a) : 

Teorema XLII. — Se un fascio possiedc un punt a base (ryplo, 
5 (r ^ o), a tangtnti fisse e distinte, e contiene una curva dotata in 
B d'un punto (r + ^yplo (p > 0), a tangenti distinte e diverse dalle 
prime, il numero dei punti doppi del fascio risulta diminuito, in gem- 
rale, di 

(2r + p-iy-r(f + p) 
umfa (♦♦). 

(*) Lo stesso teorema XXXIX ci af^da chc, per una scelta arbitraria dei 
pamf P e Qt i laoghi' Op e 4>q "O" hmno tangenti connini in B, 

(••)Pcicasiparticolari: r>o, p=i|; rtao, p>a5 f=ai, p>a vtdi: Cre- 
» o II a» Scpra alciau qiustlom nella teoria dalJs curv$ plane (Aatuli di Matema- 
tica, t. VI, 1864, pp. IS3-168), nS 10, 11, 12. 

Kfi*id. Qirc. Mitcm.t t, IX, partp i*.— Starapaio il 39 setterabre 1894. j 
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b) Nelle ipotesi precedent! suppongasi che i(]> i) tangent! in B 
alia curva C[ovvero ^O i) tangent! !n B alia curva O] coincidano 
in una medesinu retta. In tal caso sarii 

r=r(r + p) 

ed in virti del Teor, XXXIX, a : 

cpper6: 

t7= fP- r=(2f + p - ly - r(r + p) + (x - I). 

Laonde : 

Teorbiia XLllL—NelU ipotesi del Tear. XUI, w 5(> i) ddh r 
tangenti fisse in B alia curva gentrica del fascio (*) [awero ^O i) delle 
f +p tangenti in B a quella curva che ivi possiede unpunto (r+fyplo (**)] 
coincidono in una nudes ima retta, il numero dei punti doppi del fascio 
risulterb ancora diminuito, in generale, di altre s — i unita. 

50. Suppongasi che le curve C, C (Teor. XLI) passino pel 
punto B ciascuna con r rami a tangenti disiinte e diverse. Si ha 
in questo caso 

ed in virti del Teor. XL : 

lV = {2r— iy + 2(r— i); 

epper6 

t7=fr— r=(r— i)(3r + i). 

Donde il noto teorema : < Se un fascio possiede un punto base 
(r)-plo, i cui gruppi di tangenti alle singole curve costituiscono un'in- 
voluzione Jl di grado r e prima specie senza ragg! base, il numero 



(•) Per p = I vedi Cremona, loco citato, n° 10. 

(••) Per r = o, p>oeper r=i,p>o ve4i : Cremona, loco citato> 
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del punti doppi del fascio sari diminuito di (r — i)(3''+ i) 
uniti • (*). 

51. Nel fascio (C), d'ordine n, vi sia un luogo composto di 
una curva K d'ordine v, contata ft volte, e di una residuale curva 
semplice L d'ordine n — vft. In tale ipotesi qual'i, in generate, il 
numero i dei punti doppi del fascio che trovansi fuori di K} 

I luoghi 4>p , ^Q (n° 46), corrispondenti a due punti P, Q fissati ad 
arbitrio nel piano, sono dell'ordine in — v((x — i) — i e passano 
entrambi semplicemente (e senza toccarsi, in generate) per gli nv 
punti base di (C) giacenti su K, per gli n(n — v|jl) punti base di 
(C) giacenti su L, per i v(n — v|jl) pqnti comuni alle curve lif ed 
L e finalmente per i 2 (n — i) — v (jji — i) punti in cui la retta 
PQ t toccata da curve di (C) diverse dalla curva composta if. L. 
Epper6 questi due luoghi s'incontreranno ulteriorraente in 

X=[2n— v(|i.— i)— i]*— nv— ii(n— v(ji)— v(n— v(i.)— [2(n— i)— v((ji - 1)] 
= 3(«— — ^[3(«(^— 1^+ 1)— <(^'— (^+ 0—2 n] 

punti, ciascuno dei quali sari (n° 47) doppio per una curva del 
fascio (C). Talchi : 

Teorema XLIV. — Se un fascio d'ordine n contiene un luogo 
composto, del quale fa parte una curva d'ordine v contata \l volte, il 
numero dei punti doppi del fascio risulterh diminuito, in generale, di 

'^[3(niL — iL+i) — s(iL' — iL + i) — 2n] 
unith. 

52. Nelle ipotesi precedenti, suppongasi inoltre che un punto. 
By della curva Cpt)-pla K sia, nel tempo istesso, punto base ([it)-pIo 
(a tangenii mobili) del fascio (C). In tal caso i luoghi 4>p, ^q 
avranno in B un punto ([it)-plo ed ivi per tangenti comuni i (a — i 
raggi doppi (diversi dalla tangente in B alia curva K) dell'involu- 
zione di grado [l e prima specie costituita dai gruppi di ft tangenti 



(•) Cremona, L c, n® 8. 



ao O. B. dUCCIA. 

in B alle singole curve del hsdo (n® 46, «). G3fiie soprt» i luog^ 
medesimi passeiranno inoltre con un ramo (e senza toccarri, iQ go* 
nerale) per i residuali nv — (t punti base di(C)giacenu su K, per 
gjl «(• *** v[i) punti btse di (Q giacenti su Zi, per i v(« — vfi) 
puaci d'iqcontro delle curve IT od L e per i a (5 — i) — ^d^^'i) 
punti di contatto delU retta PQ con curve di (C). Pertanto esn 
s'incoDtrerimno ulteriormente in 

)'=[a« — v(fi— i)---!]' — (|i' + |*— i)-(^^ — rt — •(» — ^) 

_v(ff — V{l) — [2(ff— — <|1— i)] = 

= 3(ff— ly — v[3(«,t — |i+i) — v((x^ — (i + O — an] — 0**— 1) 

punti ^ eiascuno dei quali t doppio per una curva del fascio (C). 
Di qui s'inferisce che nell'attuale ipotesi diminuisce di aitre 

J — )'=|i^— I 

uniti il numero dei punti doppi di (C). 

Epper6, e^endendo questo risultato ad a punti della curva K 
analoghi a £ si ha la seguente proposizione : 

Teorema XLV, — NelU ipotesi del Teortnm XUV, se « punH 
distinii della curva {[^ypla sono, ml tempo istesso, pumti base (l^ypli 
(a tangenti mobili) del fascio, il numero dei punti doppi del fascio smh 
ulteriormente diminuito, in generale, di altre a (p.* — i) unita. 

G)me caso particolare, per 

il fascio d'ordiue 5 \l dotato di 9 punti base (jf-^-^M a tangent! mo- 
biU avri (Teoremi XUV e XLV) : 

3(3f^-i)'-3[3(3l^'-(^+0-3((^'-(^+i)-6fA] — 

— 9((^'— 0=12 

punti doppi fuori della cubica [(p.)-pla] individuata dagli.anzidetti 
9 punti base. 
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Quest' ultimo risultato i dovuto ad Halpben. (*) 



53. I metodi precedenti penncttoDO di tnrure tacLicc:::^ i^tn 
casiy che per breviti omettianxi. Si ha cosi, ad es., la prccordijoe: 

Un fascia {A, B), d'ordim mm, il qucU cpkHou atma mr^m 
(niypla A d'ordim n ed una curva (nypla S d'^rSim m (y£ n^ t*^*-- 
siide, in generaU, 

i = (m + n)* — mn — j(«i + « — i) 

punti doppi fuari delle curv§ A e B^ 

Per m=zi si ha X=ii (n — 2) -r i. Se inoltre e « = 2, si ha 
S = I : Un fiascio di coniche, il quale contiene una r^ma cozitiiz 
due volte, possiede un solo punto doppio fuori della rerta nieiesima; 
h questo il punto d'incontro delle due tangcnri issc aila conic*: gene- 
rica nei due punti base semplid del tascio. Etc. etc. 

S ix. 

Cogtruzione delta Jacobiatia di una rete 
mediante le curve 4». — JEsempiL 

54. Si consideri nel piano una rete d'ordine n: 

(dove Cy C\ C" sono tre qualunque delle sue curve liuearmente 
indipendenti). 

La curva C, presa insieme ad una curva qualsiasi C* del fasdo 
(C, C), individua un £isdo (C, C*) contenuto nella rete [C]. 
Facendo variare C* nel fascio (C, C;, tutt'i fasci analoghi a (C, C*) 
esauriranno i fasd ddia rete [C], in ciascuno dei quali h contenuu 
la curva C. 

Q6 premesso, sia P un punto prcso ad arbitrio nel piano. Per 



(•) H a 1 p h e n, Sur les eourhes planes du sixUrm degri d muf points doubles 
(Balletin dc la SociW Maih^matiqne de France, t X, 1881-82, pp. 162-172), 
n« 10. 



12 G. B. GUCCIA. 

ogni fiscio (C, O) si OBtnusca 3 rcIadTO loogo #^ (n* 39). Va- 
riando C* nel fasdo (O, C}, le curve #^ reladve ai singoli £sisd 
(C, C*) fi^nneraniio un sistema di carve sen^ccmente infinito, che 
indicb'^ro can (#^). Dico chf per un punto a^ assunto aJ arbitrio 
nei piano, passa una, ed una solz^ curva del sistema (#^). Infatti, 
£ra le curve della rete [C] ve n'i una, ed una sclbt, Q, che i tan- 
gente in a alia retta Pa, Ora, la curva #^ relativa al fasdo (C, CJ 
t la sola curva del sistema (#^X la quale passi pel punto a. Epperb : 
Data una reU d'ordine n 

, [q = [C, c, cq 

(dove C, C, C" sono tre qualunque delle sue curve lineamaente 
indipendenti), inJicanJo con C* !a curva gentrica del fasdo (C, O') 
e con P un punto preso ad arbitrio ml piano. It curve ♦p relative a' 
singoli fasci ( C, C*) costituiscono, alia lor voliu, un fascia, (^p), del- 
V or dint an — i. 

Una curva #p relativa ad un fisiscio (C, C*) incontra la curva 
C: I** negli «* punti base del fascio (C, C*), i quali indicher6 bre- 
vemente con (i); 2** in altri (an — i)n — ii*zz= 11(11 — i) punti, (p), 
i quali sono punti di contatto delle tangend condotte da P alia 
curva C. Conseguentemente, i (an — i)* pund base del fascio (#p) 
sono : I** gli n{n — i) punti (p); 2** il punto P; 3** altri 

(an — i)* — n{n — i) — i = 3 n(n — i) 

pund (issi del piano. 

Analogamente, assumendo nel piano un altro punto, Q, ed in- 
dicando con {q) il gruppo dei punti di contatto delle tangenti con- 
dotte da Q alia curva C, ogni curva ^q relativa ad un fascio 
(C, C*) incontreri la curva C: i** negli n* punti base (h) del fascio 
(C, C*); 2"* negli n{n — i) punti {q), Inoltre, il fascio (4^^) avri 
per punti base: i** gli n(n — i) punti {q)\ a"* il punto Q;^ 3° altri 
3 n (n — i) punti fissi del piano. 

Ci6 posto, facendo variare la curva C* nel fascio (C?, C") ed 
assumendo come corrispondenti due curve <l^p, ^q reladve ad un 



RICBRCH£ SUl SISTBliCI LINEARI DI CURVE ALGEBRICHE, ETC. 2$ 

xnedesimo fascio (C, C*), si otterranno due fasci projettivi (4^p), (^0)7 
entrambi dcll'ordine in — i, i quali genereranno un luogo, 3, del- 
Tordine 2(2 n — i). Si osservi ora che due curve corrispondcnti 
^p, ^Q [relative ad un medesimo fascio (C, C*)] s'incontrano : 
i*^ nei 2(11 — i) punti, (a)y nei quali la retta PQ h tangente a 
curve del fascio (C, O); 2"* negli «' punti base (b) del fascio (C, C*); 
3*" nei 3(« — i)' punti doppi (d) del fascio (C, C*) (n** 47). Ne 
segue dunque che la curva S, luogo delle mutue intersezioni di due 
curve corrispondenti dei fasci projettivi (^p), (^g)' ^^ scinderi : 

I** nella retta PQy luogo dei punti (a); 

2° nella curva C, luogo dei punti (b); 

3° in una residuale curva, J, dell'ordine 

2 (2 « — i) — I — « = 3 (n — i), 

che sari il luogo dei punti (i), ossia il luogo dei punti doppi delta 
rete data [C] (n^ 24, b). 

$$. Si ha cosi una nuova costruzione geometrica della Jaco- 
biana di una rcte, indipendente dalla teoria delle polari. Siffatta co- 
struzione conduce bensl facilmente a determinare il modo di com- 
portarsi di questo luogo geometrico in un punto singolare della rete, 
per tutt*i casi considerati nei § VI. A titolo di esempii, nei n° sc- 
guente ci limiteremo a ritrovare gli enunciati* dei Teoremi XXXI, 
XXXIV, XXXV e XXXVI. 

Lo stesso metodo, opportunamente adoperato, pu6 servire anche 
a risolvere le quistioni analoghe (parimenti trattate nei § VI) rela- 
tive alia Jacobiana di tre curve che non siano tutte di uno stesso 
ordine (*). 

(*) Dopo la pubblicazione della prima parte di queste Ricerche, Tegregio 
collega prof. F. Gerbaldi, in una Nou iatitolata n Sulle singolaritd delli 
Jacobiana di tre curve pi'anc » (questi Rendiconti, t. VIII, 1894, pp. 1-24), &per- 
venuto, con metodo algebrico, alia soluzione del seguente importante problema : 
« Ricercare tutti i casi in cui un punto singolare, di moltepliciti Tj , r, * r, , 
c per tre curve algebriche piane ha per la Jacobiana una moltep!icit4 maggiore 
« di quella data ia generale dalla formola r^-{-r^-{- r^ — 2 »• * 
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56. Suppongasi die la rete [C] possegga un puato base (r)-pb 
e contcnga un f.iscio, (C), dotato in O d'un puoto base (r ')-plo, 
il quale contiene alia sua volta una curva, C'\ che ha in un 
punto (r"}-plo. Indicando con C, C, C tre curve dcUa retc, li- 
neannente indipendenti, ie quali passano pel punto O rispettivamentc 
con r, r\ r" ramii a tangent! distinte e diverse, riterremo la rele 
come tndtviduata da queste tre curve, epper6 scriveremo : 

\C\^\C, C, C"]. 

Cio premessoy proponiamoci d'investigare come si comporterk 
nel punto la Jacobiana della rete [C], in ciascuno dei seguenti 
casi : 

fl) o<r<r'<f", o<r<f' = r", 

*) o<r=rr'<r'', A) o<^f — f' = r'\ 

c A s o a), o <[ r <; r' <[ r". — In questo caso (Teor. I per 
* = 2, f^>f^>f, r,,« = o; e Teor, II per p > o, y = o) le r 
tangenti in alia curva generica della rete data \C\^[Cj C, C"] 
e le r' tangenti in alia curva generica del fascio (C% C'\ in 
quella contenuto, sono fisse, le une e le litre. 

Indicando con O la curva generica del fascio ((?, C^'), pel 
Teor. II ciascun fascio (C, C*) ha in O un panto base (r)-plo a 
tangenti Hsse c coincidenti con le tangenti in alia curva C, ed 
& tale inoltre che in esso h contenuta una curva, C*j per la quale 
^ un punto multiplo del grado T'{^r). In particolare, il fascio 
(C, C") ha in O un punto base (r)-plo a tangenti iisse e coincH 
denti con le tangenti in alia curva C, e contiene una curva, C", 
per la quale i un punto multiplo del grado r"Or). 

Ci6 posto, si assumano nel piano due punti arbitrari P e j2* 

In virtu del Teor. XXXIX il luogo <l>p*, relativo al fascio ge- 
nerico (C, C*), avri in O un punto {r -\' r' — i)-plo, raenire in 
particolaro il luogo 0p, relativo al fascio (C, C"), avri in un 
punto multiplo del grado r -^ r" — i (> r + r' — i). Dunque 
(Teor. I) : il fascio (4>^) ha in un punto base (r -{-r' — x)-plo. 
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a taogenti fisse, e contiene una curva, ^^, per la quale O 6 un 
punto (r + r'' — i)-plo. 

Analogamente : ilfascio(4^Q)haia Oua punto base (r+r' — i)i)lo, 
a taogenti &sstf e contiene unn curva ^q [il luogo relativo al fascid 
(C, C")], per la quale O k nn punto (r + r'' — i)-plo. 

Si ottengono cosi due fasci projettivi (4^p), (^c)> 1 quali posseg- 
gono in O, Tuno e Taltro, un punto base del grado r + 1^ — i, e 
contengono due curve corrispondenti <I>p, 4>q, per ciascuna delle 
quali i un punto multiplo del grado r + r" — i • Pertanto, con- 
ducendo pel punto O una trasversale arbitraria ed applicando a questa 
rctta il Lemma di Cremona (2* nota del n° 16) si trova inmie- 
diatamente che la curva 

S = PQ. C. J 

(n"" 54), generata dai due fasci projettivi (<l^p), {^q), ha in O un 
punto multiplo del grado 

2(f + f' — i) + (r" — O = 2r + ^ + ''^ — 2. 

Donde si conclude che la Jacobiana J della rete [C] < ha in O un 
« punto multiplo del grado 

(2f + f' + r'' — 2) — f = f + f' + f" — 2 1. 

Si ritrova cosi il Teorema XXXI. 

CASO i). 6<r=:f'<[f". — In questo caso (n** 11) la rete 
[q = [C, C, C"]: 1° possiede in un punto base (r>plo, i cui 
gruppi di tangenti alle singole curve costituiscono un'involuzione di 
raggi, /;, di grado r e prima specie (individuata dai due gruppi di 
r tangenti in O alle curve C e C); 2"* contiene una curva, C", 
per la quale & un punto multiplo del grado r'^i'^f)' 

Sia C* la curva generica del fascio (C, C). Pel Tcor. II ogni 
fascio (C, C*) ha in O un punto base (r)-plo, i cui gruppi di tan- 
genti generano Tinvoluzione J\\ in parti colare, il fascio (C, C) ha 
in O un punto base (r)-plo a ungenti fisse (coincident! con Ic tan- 
Rfini. Circ. MaUm., L IX, p^rte i\— Staiiipato il 5 ottobrc 1894. 4 



26 a* B. GUCCI A. 

genti in alia curva C) e coatiene una curvtj C'% per la quale 
O i un punto multiplo del grade r"Of). 

Ncllo assumere^ come sopra^ i due punti P c Q fiacctamo che 
uno di essi, ad es. Q, sia il punto 0; e cerchiamo di conoscere 
come si comporta in ciascuno d;:i fasci projettivi (#^) e (^o)' 

Per il Tcor. XL il luogo ^p^, relative al fascio generico (C, C^, 
ha in un punto (a r — i)-plo9 le cui tangenti in O sono: la retta 
PO ed i 2(r — i) raggl doppi deirinvoluzione /J, i quali indiche- 
remo brevemente con (D); in particolare, il luc^o ♦J, relativo al 
fascio (C, (?'), ha in un punto multiplo del grado r + ^ — ^ 
(> 2f — i) (Teor. XXXIX). 

D'altra parte, per il Teor. XXXVIII il luogo ^q^, relativo al 
fascio generico (C, C*), ha in un punto (2f + i)"Plo> ^d in par- 
ticolare (Teor. XXXVII), il luogo ^o> relative al fascio (C, C), 
possiede in O un punto multiplo del grado r + r"(^ ir + i) ed 
ha ivi per tangenti le r tangenti in alia Curva C e le r^' tangenti 
in alia curva C". 

Si ettengene cesl due fasci projettivi (^p), (^o)> ^ quali hanno 
in 0, rispettivamente, un punto base (ar— i)-plo, (2r4-i)-plo e 
contengeno due curve cerrispendenti 4^p, ^q [i luoghi relativi al 
fascio (C, C")], la prima dcUe quali ha in O un punto (r+r" — i)-plo, 
mentre la seconda ha in un punto (r+r")-plo, le cui tangenti 
coincidono con le r tangenti in alia curva C e le r " tangenti in 
O alia curva C". 

Ora, applicando il Lemma di Cremona (2* nota del n** 16): 

i^ ad una retta condetta ad arbitrio pel punto 0; 

2° ad una qualsiasi delle 2(r — i) rette (/)); 

3** ad una qualsiasi delle r" tangenti in alia curva C; 
si trova^ ordinatamente, che il luogo 

B = PO. C. J, 

generate dai due fasci projettivi (4>p), (^0)' 

I* passa con 3 r + r" — i rami pel punto 0; 

2° ha ivi per tangenti le 2(r — i) rette (D); 

^'^ ha ivi inoltre per tangenti le r" tangenti in O alia curva 0\ 
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Donde si conclude, che la Jacobiana J della rete [C]^i[C, C, C''] 

< passa con 

< rami pel punto ed ha ivi per tangent! i 2(r — i) raggi doppl 
« deirinvoluzione j^ e le r" tangenti in allacurva C •• In par- 
dcolare, « se rinvoluzione J^ ha un raggio base (ff)-plo (<y ^ f — i), 
« in questo raggio coincideranno 2<r tangenti in alia Jacobiana; 
€ e sc I'involuzione Jl ha un raggio base (ff)-plo (^ ^ f — i), che 
€ & nel tempo istesso raggio (<x,)-plo (<r, > <y + i) per uno dei suoi 
€ gruppi, in qu^to raggio coincideranno « + <^i — i tangenti in 
c alia Jacobiana • (*). 

Rimane cosi dimostrato il Teorema XXXIV. 

c Aso c). o < f <[ f' = f''. — In questo caso la rete [Cjsa 
[C, C, C"] : I** possiede in un punto base (f)-plo a tangenti 
fisse (le f tangenti in O alia curva C) (Teor. Ill, ponendo ivi 
kz=z 2y izzio, y=:o); 2"* contiene un fascio, (C, C"), dotato in 
O d'un punto base (r')-plo, i cui gruppi di tangenti alle singole 
curve costituiscono un'involuzione, /J/, di grado r' e prima specie 
(Tcor. II, b, ponendo ivi q z=z o). 

Nel scguire il procedimento del n'' 54 scambiamo di posto le 
curve C e C, e sciiviamo 



Se C* i la curva generica del fascio (C, C), pel Teor. II ogni 
fascio {C\ C*) ha in un punto base (r>plo a tangenti fissc, le 
quali coincidono con le r tangenti in alia curva C, c contiene 
una curva, C", per la quale 6 un punto multiplo del grado 
r'(>0- In particolare, il fascio (C", C) ha in (? un punto ba«c 
(r^yplo a tangenti mobili. 

Qd posto, proponiamoci di conoscere come si comportano In O 
i fesci projettivi (*p), (^o). 



(•) Due proposixianif etc., Lctnma II (ponendo Ivi tmn). 



iS G. B. GOCCIA. 

n luogo #p^, rdadvo al fascio gcncrico ((?', C*), avri in 
un (ninto (r -f- r' — i)-plo (Teor. XXXIX). In particolarey il luogo 
♦^, relarivo al fascio (C, C^, passeri pel punto con ar' — i 
O r + r' — i) rami, 2 (r' — i) dei quali avranno ivi per tangenti 
i 2{f — i) raggi doppi deU'involuzione P^ (Tcor. XL), i quali in- 
dicheremo brevemente con (JD). 

II luogo ♦o*, relarivo al fascio generico (C, C*), avri in 
un punto (r+r')-plo ed ivi le stesse tangenri dellc curve C" e C* 
(Tcor. XXXVII), ossia le stesse tangenti delle curve O' e C In 
particolare, il luc^o #^, relativo al fascio (C% C), avr^ in O un 
punto multiplo del grado ir' + i (J^ r -{- r^ (Teor. XXXVm). 

Si ottengono cosi due fasci projetrivi (^/), (^o)» il primo dei 
quali ha in un punto base (j -{-r' — i)-plo a ungenti fisse ed il 
secondo un punto base (r+r^plo a tangenri fisse e coincidenri con 
le r ed r' tangenri in alle curve C e C". Quesri due fasci con- 
tengono due curve corrispondenu ^fy^o ]} luoghi relarivi al &scio 
(C^ C)], la prima delle quali ha in un punto multiplo del grado 
ar' — I O r •\' r' — i), con 2(1^ — i) rami tangenti alle rette 
(D), mentre la seconda ha in O un punto multiplo del grado 
2r'+ I {;:>r + r'). 

Pertanto, applicando il Lemma di Cremona (2* nota del 
n* 16) : 

1° ad una retta condotta ad arbitrio pel punto O; 

2** ad una qualsiasi delle 2 (r' — i) rette (D); 

3° ad una qualsiasi delle r tangenti in alia curva C; 
si trova, successivamente, che il luogo 

E' = PO. C\ J, 

generato dai due fasci projettivi (^p), (^o): 

1° passa pel punto con r + 3 ^' — i rami; 

2** ha ivi per tangenti le 2(r' — i) rette (D); 

3° ha ivi inoltre per tangenti le r tangenti in alia curva C. 

Di qui si conclude, che la Jacobiana J della rete [C]^[C, C, C^'] 
c passa con 

(r + 3 r' — i) — I — f ' = f + 2 (r' — I) 
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rami pel punto ed ha ivi per tangent! le r tangenti fisse della 
rete (le tangenti in alia curva C) ed i 2 (r' — i) raggi doppi 
deirinvoluzione, /^^, costituita dai gruppi di tangenti in alle 
curve del fascio (C, (?') »• In particolare (*), « se Tinvoluzione 
Jl, possiede un raggio base ((j)-plo Q^^r' — i), in questo raggio 
coincideranno 2 <t tangenti in alia Jacobiana; e se I'involuzione 
Jl^ possiede un raggio base ((j)-plo {p ^f' — i), che h nel tempo 
istesso raggio (<x,)-plo (<x, >► <j + i) per uno dei suoi gruppi, in 
questo raggio coincideranno <y + <i, — i tangenti in alia Jaco- 
biana 1. 

Rimane cosi dimostrato per altra via il Teorema XXXV. 
CASO i). o<[f = r'=:f". — In questo caso, supposto r> i (**), 
la rete \C\^\C^ C\ C"] possiede in un punto base (f)-plo, i 
cui gruppi di tangenti alle singole curve costituiscono un'involuzione 
di grado r e seconda specie (Teor, I, nota). Con gli stessi procedi- 
menti pifi sopra adoperati [cfr. il caso ^)] si trova subito che i fasci 
projettivi (4^p), (^o) hanno in 0, rispettivamente, un punto base 
(2r — i)-plo, (2r + i)"plo e non contengono curve dotate in 
risp. d'un punto multiplo di grado >'2f — i, >-2r+i. Onde, 
applicando il Lemma di Cremona (2^ nota del n° 16) ad una 
trasversale condotta ad arbitrio pel punto 0, si trova che il luogo 



a ^ -ru. c. J, 
generato dai due fasci projettivi (^p), (^c))> passa 



3 = ?0. C. J, 

con 

(2f — i) +(2f + = 4^ 

rami pel punto 0. 

Di qui si conclude che la Jacobiana J della rete [C]^[C, C, C"] 
c ha in un punto multiplo del grado 

4f — I — r =z ^r — i». 

Con che si ritrova il Teorema XXXVI. 



(•) Due proposiiioni, etc., Lemma II (ponendo ivi /= i). 

(••) Per r^i, la tangenle in alia curva generica della rete genera un'in- 
voluzione di grado e specie uno (un fascio di raggi). In questo caso la rete con- 
tiene una curva dotata in d'un punto doppio [Teor. IV, nota, Esempio i)], 
epper6 si ricade nel Caso b) piti sopra considerato. 
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S. X 

La rtte [<l^] relativa €id un fascia di curve; 
sua Jacobiana: la curva 2. 

57. Sia dato nel piano un fascio di curve, (Q, dell'ordinc n. 
Ad ogni punto P del piano h associata una curva ^p (n* 39), 

deU'ordine 2« — i, luogo dei punti di contatto delle tangenti con- 
dotte da P alle cuivc di (C). Siccome i punti P del piano sono in 
numero 00*, cosi tutte le curve ^p, relative al fascio (C), costitui- 
ranno un sistema di curve 00', che indicher6 con [4>]. Dico che per 
due punti qualunque del piano a q b passa una, ed una sola, curva 
del sistema [0]. Infatti, pei punti a t b passano due curve del 
fascio (C), Ic cui tangenti risp. in a e in fr s'incontrano in un 
punto, j2> ^^' piano. II luogo ^Pq^ relative al fascio (Q, t quella 
curva, unica, del sistema, la quale passa per a e per b. Epper6 : 
Tuite le curve ^p relative al fascio dato (C) costituiscono nel piano 
una rete, [0], dell'ordine m — i , 

58. Suppongasi che il fascio (C) sia generale, e si indichino 
brevemente con {V) i suoi n' punti base semplici e con {d) i suoi 
3 (n — i)' punti doppi (n** 47). 

a) La rete \^\ relativa al fascio (C), possiede 

punti base semplici a tangente mobile, cioi : gli n* punti (V) (n** 44) 
ed i 3(n — i)' punti (J) (n° 43). 

P) Due curve qualunque della rete [4>], ^p e 4^^, s'incon- 
trano in 

(an— i)* — [2n(2n — 3) + 3] = 2(«— i) 

punti della retta PQ. Sono questi i punti in cui la retta PQ h tan- 
gente a curve del fascio (Q. 

Y) Sc un punto P descrive nel piano una retta i?, la corrispon- 
dente curva *p , della rete [*], genera un fascio, (*jj) , dcH'ordine 
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an — I. I (2n — i)* punti base sempHci del fascio (4>j{) sono: gli 
II* punii (b)y i 3 (n — i)* punti (rf) ed i 2 « — i punti in cui la 
retta R i tangcnte a curve del fascio (C). 

Reciprocamente : Se una curva ^p , della rete [4>], genera un 
fascio (4^), il corrispondente punto P descrive una retta, R, suUa 
quale giacciono i residuali 2(n — i) punti base del fascio (4^), di- 
versi dai punti (b) e (J). 

Per tal modo, dato nel piano un fascio (C) d'ordine n, fra i 
punti P e le curve *p della rete [<I>], relativa a (C), intervienc una 
corrispondenza, tale die : ad un punto P corrisponde una, ed una 
sola, curva 4^p; e ad una cur^'a ^p corrisponde uno, ed un solo, 
punto P. Inoltre : quando un punto P descrive una retta i?, la cor- 
rispondente curva ^p genera un fascio (4^)^ [che ha 2 (n — i) dei 
suoi punti base sulla retta R]; e viceversa : quando una curva ^p 
genera un fascio QP\ [R essendo la retta che contiene i 2 (« — i) 
punti base del fascio, diversi da (i) e da (d) (vedi piii sopra, P)], 
il corrispondente punto P descrive una retta, R. 

Siffatta corrispondenza fra i punti P e le curve ^p trae con si 
un'altra corrispondenza fra i punti P e le rette R del piano : Dato 
un punto P, rimane individuata una, ed una sola, retta R passante 
per P (luogo dei punti le cui corrispondcnti curve <P passano per P); 
viceversa : data una retta jR, rimane individuato sulla medesima un 
gnippo di 2(« — i) punti P [costituito dai punti base, diversi da 
{b) e da (i), del fascio di curve 4> corrispondenti a' punti di R; 
ossia : dai punti in cui la retta R i tangente a curve del fascio (Q]. 

S) La rete [0] contiene «* curve, ciascuna delle quali ha un 
punto triplo in uno dei punti base del fascio (C). Invero, se A 4 
uno qualsiasi degli «' punti (b), il luogo ^y passa pel punto b con 
tre rami a tangenti distinte, ciascuna delle quali h tangente stazio- 
naria in b per una curva del fascio (Q (Teor. XXXVIII). 

c) II luogo dei punti doppi delle curve <P relative al fascio dato 
(C), ossia la Jacobiana della rete [0], h una curva dell'ordine 

3[(2n — i)— i] = 6(n— I) 
(n® 24, b; n° 54), che indicheremo con 2. 

59, Nella rete [*], relativa al fascio dato (Q, sia ^^una curva 
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dotata d'ua punto doppio, M. Per il punto Mpassano infinite curve 
della rete [^] formanti uu fascio, (^l^), nel quale i contenuta la 
curva <I>^. Sia ^p un'altra curva di questo fascio e 7* la reladva 
tangenie in Af . Tutie le curve del fascio (*) ^ (^p , ^g), eccoto 
0>2> passano semplicemente pel punto M e toccano ivi la retta T 
(Teor. II). Poiclii la retta T contiene, riuniti in M, due dci 
2(« — i) punti base di (0) diversi dai punti (b) e (J), ne segue 
die essa conterri i rimanenti 2(« — i) — 2; cpper6 (n** 58, y) la 
retta T sari il luogo doi punti P corrispondenti alie curve del fascio 
(^)^QPp^ 0g). Conseguentemcnte, la retta T conterri anche il 

punto Q. Dunque : 

a) Se un punto Q del piano h tale cht la corrispondenie curva ^^ 
ha un punto doppio, M, le curve ^p corrispondenti at punti P della 
retta QM saranno tangenti in M alia retta QM. 

^) Reciprocamente (cfr. Teor. V, nota) : Se due, eppero infinite, 
curve della rete [<I>] si toccano in un punto, M, i corrispondenti punti 
P si troveranno sulla loro tangente comune in M. Fra i punti di questa 
retta ve ne sara uno, Q, la cui corrispondente curva ^q avra un punto 
doppio in Af. 

60. Nella rete [<P], relativa al fascio dato (C), sia ^q una curva 
dotata d'un punto doppio, Af. Poich6 la curva ^q passa semplice- 
mente per Q (n** 39; n° 41, a), ne segue che la retta QM 4 in- 
contrata dalla curva medesima, oltre Q ed Af, in 

(2n — i)— I — 2=:2n — 4 

punti. Ora, essendo questi i punti doppi, diversi da Af, dell'involu- 
zionc di grado n e prima specie costituita dai gruppi di punti in cui 
la retta QM 6 incontrata dalle curve del fascio (C), se ne con- 
clude che 

2 (« — i) — (2 « — 4) = 2 

dei 2(« — i) punti doppi di dctta involuzione sono assorbiti dai 
punto Af. Ma in tal caso Af 6 punto triplo per un gruppo della in- 
voluzione medesima, val quanto dire che la curva del fascio (C) la 
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quale passa pel punto hi ha ivi tre intersezioni riuntte con la retta 
QM. Dunque : 

St una curva ^q , corrispondente ad un punto Qy ha un punto 
doppio M, quella curva del fascia ( C) cbe passa per M ha ivi un fltsso, 
la cm tangente sta^ionaria h la retta QM. 

61. Siano: P un punto preso ad arbitrio nel piano; 4>p la cor- 
rispondente curva della rete [4^]; N il punto di contatto di una qual- 
siasi delle tangenti che si possono condurre da P alia curva ^p. 
Poichi la curva 4>'p passa seraplicemente pel punto P (n** 39; 
n** 41, a), ne segue che la retta PN 4 incontrata dalla curva me- 
desimai oltre P ed N, in 

(2 If — i) — I — 2 = 2n — 4 

piinti. Ora, essendo quest! i punti doppi, diversi da N, dellMnvolu- 
zione di grado n e prima specie costituita dai gruppi di punti in cui 
la retta PN k incontrata dalle curve del fascio (C), se ne con- 
clude che 

2 (n — i) — (in — 4) = 2 

dei 2 (if — i) punti doppi di detta involuzione rimangono assorbiti 
dal punto N. Ma in questo caso N i punto triplo per un gruppo 
della involuzione medesima; epper6 quella curva del fascio (Q, la 
quale passa per Ny ha in questo punto tre intersezioni riunite con 
la retta PN; e conseguentemente, tutte le curve 4> corrispondenti 
a* punti della retta PN sono tangenti in N alia retta PN, e fra 
esse ve n'6 una (n*' 59, P) dotata d'un punto doppio in N. Dunque : 

Se N e il punto di contatto di una qual siasi delle tangenti che si 
possono condurre da un punto P (preso ad arbitrio nel piano) alia 
corrispondente curva ^p : 

a) Quella curva del fascio ( C) che passa per N ha in questo 
punto un fiessOy la cui tangente staT^ionaria I la retta PN. 

P) Le curve 4> corrisponienti ai punti della retta PN \le quali 
formano un fascio (n° 5 S, y)J sono tangenti in N alia retta PN. Fra 
esse ve n'e una per la quale N e un punto doppio. 

R^ftiL Circ* U(Ucm.y U IX, parte i*.— Stampato il 9 ottobre 1894. 5 



34 G. B. GUCCI A. 

62. Da quaato precede (a* 58, e; 59; 60; 61) disceade la se- 
guente proposizione : 

Teorema XL VI. — Dato ml piano un fascio di curve (C), d'or- 
dine n, la Jacobiana delta rete [^], relativa al fascio (C) (a** 57), e 
una curvay 2, dell'ordine 6(n — i) (n** 58, s), alia quale sono da 
attribuire It seguenti defini:i^ioni : 

a) Luogo dei punti doppi delta rete [^]. 

P) Luogo di un punto in cui due, eppero infinite, curve della rete 
[^] si toccano, 

Y) Luogo dei punti di contatto delle tangenti condotte da un punto 
generico P alia corrispondente curva ^p. 

S) Luogo dei punti di fits so detlt curve del fascio (C) (*). 

63. Suppongasi che il fascio dato (C) possegga un punto base 
B di grado r{^6) e contenga una curva, C\ che ha in B un punto 
(r + ?yp^o (p > o) [Caso a) del n"* 40]. 

In queste ipotesi come si coraporteri nel punto B il luogo 2 
relativo al fascio (C)? 

Indichiamo brevemente con A^ il gruppo delle r tangenti fisse 
in B alia curva generica del fascio (C) e con A' il gruppo delle 
r + P tangenti in B alia curva C\ La curva ^p , corrispondente ad 
un punto arbitrario P del piano, passa con 2f + P — i tami pel 
punto B ed ha ivi per tangenti i 2 r + p — i raggi doppi (diversi 
da / ^ PB) deirinvoluzione di grado r + p e prima specie indivi- 
duata dai due gruppi di r + p raggi : A^f^ A^ (Teor. XXXIX). 
In particolare, la curva ^^ , corrispondente al punto B, passa con 
2r-|-p 02r 4-p — i) r^i^i P^l punto B ed ha ivi per tangenti 
le r tangenti fisse del fascio (C) e le r + p tangenti della curva O 
(Teor. XXXVII). 



(*) II luogo 2 (qu) ottenuto come Jacobiana della rete costituita da tutte 
le curve ^ relative ad ua fascio), come luogo dei flessi del fascio era gid state 
considerato dal sig. Bobek, il quale ne avcva determinato Tordine 6(11 — 1) e 
la classe 6 (» — 2) (4^ — 3). Cfr. Doehleraann, Ueber lineare Systeme in der 
Ebene und im Kaum und fiber der en Jacob i*sche Curve beiiehungsweise Jac O" 
bi'scbc Flicbe ^Math. Aqq., XLI, 189J, pp. 545-570), pp. 553*554. 
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Di qui s'lnferisce (n° ii) che, nelle ipotesi attuali, la retc [^], 
relativa al fascio dato (Q, ha in B un punto base (2r + p — i)-plo, 
i cui gruppi di tangenti alle singole curve costituiscono un'involu- 
zione, PtrHt^i > ^^ grado 2 r + p — i c prima specie, e contiene una 
curva, ^5 (corrispondente al punto 5), la quale passa per B con 
2 f + p O 2r + p — i) rami ed ha ivi per tangenti le r rette \^ 
e le r + p rette A|^. Dunque (Teor. XXXIV, ovvero n° 56, b): 
la Jacobiana della rete [^], ossia la curva 2, passer^ con 

2[(2f + p— 0— i] + (2r +p)=3(2r + p) — 4 

rami pel punto B ed avri ivi per tangenti : i 2 (2 r + p — 2) raggi 
doppi deirinvoluzione 11,,+^^ , le r rette A^ e le r + p rette A^. 

Si ha quindi la seguente proposizione : 

Teorema XLVII. — Se un fascio possiede un punto base B di grado 
r(Xo) e contiene una curva, C, dotata in B d*un punto (r + fyplo 
(p'> o), la relativa curva 2 (Teor. XL VI) passa, in generate, pel 
punto B con 3(2r + p) — 4 rami, 2 r+p dei quali toccano in B le r 
tangenti fisse della curva generica del fascio e le r + p tangenti della 
curva O. 

64. Posto f =0 nelle ipotesi del n° precedente, suppongasi che 
5 ( <[ p) delle p tangenti in B alia curva O coincidano in una me- 
desima retta, t; per il che, mantenendo le superiori notazioni, scri- 

veremo : A' ^ t' A' . 

p ?"• 

La curva ^p , corrispondente ad un punto arbitrario P del piano, 
ha in B un punto (p — i)-plo, le cui tangenti sono: la retta t con- 
tata s — I volte ed i p — s raggi doppi (diversi da t^PB e da t) 
deli'involuzione di grado p e prima specie individuata dai due gruppi 
di p raggi: i^, t^A^^, (n"* 43). In parti cokre : i° La curva ^p,y 
corrispondente ad un punto arbitrario P' della retta t, ha in B un 
punto (p — i)-plo, le cui tangenti sono : la retta t contata s volte 
ed i p — s — I raggi doppi (diversi da t) deirinvoluzione di grado 
p — s e prima specie individuata dai due gruppi di p — s raggi : 
T^', A^ (n"* 45, a). 2° La curva ^3, corrispondente al punto 5, 
ha in £ un punto (p)-plo ed ivi le stesse tangenti della curva C', 
cio4 : la retta t contata s volte e le p — s rette A' (n* 41). 
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Scgoe da do (b' ii> cse zte£dt jrr^a': Toiesi U nte [#], re- 
lathra al £ucio daxo TCjf : i^ ^ b B ;=3 pcs&o bkse (p — i)-I^> i 
cos gntfpi di tasgend all^ sznaoLC oirre oosdnxiscoDo un'mToln- 
^oncy Jl_^t ^ gnio s — I e pfi-Ri spede, an im rag^ base 
(^ — i^plo nelia rcaa t H gruppo ii 7^ per u ipiale t i raggK> 
(/)-plo cssendo cotrinrnp dalle s — i tan^eoti 5sse in B alia com 
gtamoL del £tfdo (^^)]^ a' coodese cna carra, ^^ , die ha in J) 
un pumo (p)-pb>, ie ad tangend sooo : la retta t onuta s wcitc e 
\e f — s rette A^ 

Donqtie (Teor. XXXTV', owcro n^ 56, J) : ndla retta t, am- 
^denxz came raggio base (s — i}-pio dell'inTotiiziooe Jl^ , verramio 
a ayioddere 2(j — i) tangend in B alia Jaa>biana delia rete [#]; e 
nella medesima rctu, considerau onne qodla in oii txovansi riu- 
nite s tangent! in £ alia airva #j, verranno edandio a oMnddere 
/ tangend in B alia Jacobiana ddla rete [#]. G>ns^uentemente, 
delle 3 p — 4 ungend in B alia oirra Z (Teoc^ XLVI e XLVIIX 
Te ae saranno 

^(^— + ^ = 3^ — 2, 

Ic quail onnddono nella retu t. Epper5 (Teor. XLVII): 

Tbobima XLVm. — Se un fascia contitne una curoa, O, dotata 
d'lm funto (fYplo B, con i«p) tangenti coincidenti in una mede- 
sima retta t, la relativa curva 2 (Teor. XL\T) ba in B, in gemerale, 
un punto (3 p — ^yplo, U cui tangenti sano : la retta t cantata 31 — a 
valte e U rtsiduali p — s tangenti in B alia curva C 

6 J. Po6to r=zo nellc ipotcsi del n^ 63, suppongasi che tutte 
It f tangenti in B alia curva C coinddano in una medesima retta, t. 

La curva ♦p , corrispondcnte ad un punto arbitrario P del piano, 
ba in B un punto (p — i)-plo, le cui tangenti coinddono tutte nella 
retta t (n** 43). In particolare : la curva ^p., corrispondente ad un 
punto arbitrario P' della retta t, ha in B un punto (p>plo, il cui 
gruppo di p tangenti, quando P' descrive la retta t, genera un'in- 
voludonc, Vp , di grado p e prima specie, senza raggi base, un gruppo 
della quale (quello relativo al luogo ^^ 6 costituito dal raggio t 
contato p volte (u"" 45 » 1^). 
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Val quanto dire, che nel caso attuale la retc [^], relativa al 
fascio dato [C] : i° ha in B un punto base (p — i)-plo a tangenti 
fisse e coincidenti tutte nella retta t; 2° contiene un fascio, (^pO> 
che ha in B un punto base (p)-plo, i cui gruppi di tangenti alle sin- 
golc curve generano un'involuzione Jp, senza raggi base, per un 
gruppo della quale la retta t i raggio (p)-plo. 

Dunque (Teor. XXXV, ovvero n° 56, c) : 

i"" La Jacobiana della rete [^] avri in B un punto multiplo del 
grado 

(p — + 2(p — = 3(p — 0- 

2° I 2(p — i) — (? — = P ~ ^ ^^S^ ^^PP^ (diversi da t) 
deirinvoluzione /' saranno tangenti in B alia Jacobiana della rete [*]. 

3* Nella retta t, considerata come quella in cui si confondono 
tutte le p — I tangenti fisse in B alia curva generica della rete [^], 
verranno a coincidere p — i tangenti in B alia Jacobiana della rete 
medesima; e nella retta t, considerata come raggio (p)-plo di un 
gruppo dell'involuzione /p , verranno altresi a coincidere p — i tan- 
genti in B alia detta Jacobiana. Talchi, delle 3 (p — i) tangenti in 
B alia Jacobiana della rete [^j ve ne saranno 

(P— + (p— l) = 2(p— l), 

le quali coincidono nella retta t. 

Si ha quindi la proposizione : 

Tegrema XLIX. — Se un fascio contiene una curva dotata d'un 
punto (pyplo B, con tutte le tangenti coincidenti in una medesima retta 
T, la relativa curva 2 (Teor. XL VI) ha in B, in generate, un punto 
3(P — ^yp^Of le cui tangenti sono: i"* la retta t contata 2(p — i) 
volte; 2** i p — i raggi doppi (diversi da t) dell'involuzione di grado 
p e prima specie costituita dai gruppi di tangenti in B alle curve ^ 
carrispondenti ai punti della retta t (n° 45, P). 

66. Suppongasi che il fascio dato (C) possegga un punto base B 
di grado r (> 0), i cui gruppi di r tangenti alle singole curve costi* 
tmscano un' involuT^ione di raggi, /J, di grado r e prima specie [Caso h) 
dd n'' 40J. 
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G)nie si comporterd nel punto B il luogo 2 relativo al fascio(C)? 

Indichiamo brevemcnie con ^,(^-0 il gruppo dci 2(r — i) rag^ 
doppi deirinvoluzione /J e con A,^, il gruppo delle 2f + i rctlc 
uscenti da By ciascuna delle quali ha r + 2 intersezioni riunite in 
B con una curva del fascio (Q (Teor. XXXVIII). La curva ♦,, 
corrispondente ad un punto arbitrario P del piano, passa con ar— i 
rami pel punto B ed ha ivi per tangenti la retta PB e Ic 2(f — i) 
reite fisse A,^^,^ (Teor. XL). In particolare, la curva *^, corri- 
spondente al punto By passa con 2r + i rami pel punto B ed ha 
ivi per tangenti le 2 r -f i rette A,^, (Teor. XXXVIII). 

Ne segue che, nel caso attuale, la rete [^], relativa al fitsdo 
dato (C): I® ha in J5 un punto base (ir — i)-plo, i cui gruppi di 
tangenti alle singole cur\'e costituiscono un*involuzione Jl^^ , di grado 
2r — I e prima specie, con 2(r — i) raggi base semplici Aa(r-x)> 
2° conticne una curva, 4>j, la quale passa per B con 2r-\- 1 ranu 
ivi tangenti alle rette A,^^,. 

Dunque (Teor. XXXIV, ovvero n° 56, *) : 

I** La Jacobiana della rete [^] avri in B un punto multiple 
del grado 

2 [(2 r — i) — i] + (2f + i) = 3 (2f — i). 

2° In ciascuna delle 2 (r — i) rette A^^^^j coincideranno due 
tangenti in B alia Jacobiana della rete [^]. 
3* Le residual! 

3 (2 r — i) — 2.2 (r — i) = 2 r + i 

tangenti in J3 a detta Jacobiana saranno le rette A^^,. 

Si ha quindi la proposizione : 

Tegrema L. — Se un fascio possiedt un punto base (/Yplo B, i 
cui gruppi di tangenti alle singole curve costituiscono un' involui^ione, 
/J, di grado r e prima specie, la relativa curva 2 (Teor. XLVI)/>flSW 
in generale pel punto B con 3 (2 r — i) rami, ed ha ivi per tangenti 
i 2(r — i) raggi doppi di J\ , ciascuno contato due volte, e le ir -{- i 
rette, ciascuna delle quali ha r -}- 2 interscT^ioni riunite in B con una 
curva del fascio (Teor. XXXVIII). 
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67. Dal Teor. L per r = i e dal Teor. XL VII per r = o, 
p = 2 si ricava in parti colare che : 

La curva 2 (Teor. XLVI) relativa ad un fascio generale d'or- 
dine « : i° passa con tre rami per ciascuno degli n* punti base sem- 
plici del fascio, ed ha ivi per tangenti quelle tre rette, ciascuna delle 
quali i in quel punto tangente stazionaria per una curva del fascio 
(Teor. XXXVIII per r = i); 2° passa con due rami per ciascuno 
dei 3 (fi — ly punti. doppi del fascio (n° 47), in uno qualunque dei 
quali ha le stesse tangenti di quella curva del fascio, per la quale 
quel punto & doppio (*). 

68. Rammentando poi che la curva 2 6 anche il luogo dei 
punti di contatto delle tangenti che si possono condurre da un punto 
arbitrario P del piano alia corrispondente curva ^p (Teor. XLVI, y)> 
si pu6 immediatamente determinare la classe della curva generica 
della rete [^], relativa ad un fascio generale (C) d'ordine «, senza 
invocare le formole di Pliicker. Infatti, cercando le rette che si 
possono condurre da un punto P (generico) a toccare altrove la cor- 
rispondente curva ^p, troviamo subito che esse sono : i** le con- 
giungenti il punto P agli n' punti base del fascio (C) (n° 44); 2° le 
congiungenti il punto P ai 

(6 If — 6)(2« — i) — 3«* — 2.3 (n — i)' = 3n(« — 2) 

punti in cui la curva 4>p fe incontrala dal luogo 2, oltre i punti base 
ed i punti doppi del fascio (C) (n° 67). Ora, siccome la curva ^p 
passa pel punto P (n° 39; n° 41, a), per il che la relativa tangente 
(come & noto) conta per due, cosi il numero delle tangenti (distinte 
e coincidenti) che si possono condurre da P alia corrispondente curva 
^p h dato dalla formola : 

«* + 3 « (n — 2) + 2 = 2 (2 n — i) (n — i). 

Epper6 : La curva generica della rete [^], relativa ad un fascio 
generale d' or dine n, e della classe 2(2W — i)(n — i). 

(*) Cfr. Doehlemann, loco citato, pp. 553-5 54. 
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S XI. 

Fornwle di Blanker. — JProprieth diverse. 

69. Fra le piu elemenuri applicazioni della teoria delle t curve ♦» 
(§S VII-X) i da coinprendere la dimostrazione delle note fonnole di 
Plucker, che qui esponiamo unicamente per mettere viemmeglio 
in luce TefBcacia del metodo da noi proposto per trattare le prin- 
cipali questioni della teoria generale delle curve algebriclie piane. 

Sia C una curva algebrica generale deU'ordine «. 

Si assumano ad arbitrio nel piano : un punto P ed una curva 
ausiliare, C*, dello stesso ordine n. II luogo ^p, relative al fascio 
(C, C*), fe una curva dell'ordine in — i, la quale passa con un 
ramo per dascuno degli »*punti comuni allc curve C e C* (n' 39, 44): 
Epper6 il luogo medesimo incontrer^ ulteriormente la curva C in 

(2 n — i)n — fi* z= n{n — i) 

puntiy ciascuno dei quali h punto di contatto di una tangente con- 
dotta da P alia curva data C. Donde il noto teorema : 

« Una curva delFordine n i, in generale, della dasse if(« — i) t. 

70. Suppongasi che la curva data C possegga un punto (r)-plo, 
O, con s(^r) tangenti le quali coincidono tutte in una medesima 
retta t. 

Si assumano ad arbitrio nel piano : un punto P ed una curva 
ausiliare C*, dcU'ordinc n, non passante per 0. II luogo ^p, 
rclaiivo al fascio (C, C*), 6 una curva deU'ordine m — i, la 
quale : passa semplicemente per ciascuno degli n* punti comuni alle 
curve C e C*, ed ha in un punto (r — i)-plo con s — i tan- 
genti le quali coincidono tutte nella retta t (n* 39, 44, 43). Ora, Ic 
ulteriori 

(2 n — i)fi — n* — [r(r — i) + (^ — i)] 
= n(n - i) -[r(r - i) + (s - i)] 

intersezioni del luogo ^^ con la curva C sono i punti di contattQ 
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delle tangenti che si possoao coadurre dal punto P alia curva data 
C (♦). Dunque (a° 69) : 

c Se una curva ha un punto (r)-plo con s(^r) tangenti coin- 
c cidenti in una med^ima retta, la classe della curva diminuisce, 
« in generale, di 

n(n-i)-[n(n-i)-r(r-i)-(s-i)] = r(r-i) + (s-i) 
€ uniti » (♦♦). 

a) Per r = 2, J = i : « Un punto doppio ordinario diminuisce 
c di due unit^ la classe della curva ». 

P) Per r z= 2, J = 2 : « Una cuspide ordinaria diminuisce di 
« /ff uniti la classe della curva » (***). 

71. Nelle ipotesi del n° precedente si assuma di nuovo nel 
piano una curva ausiliare C*, deU'ordina n, non passante pel punto 
O. II luogo ^Qy relativo al fascio (C, C*), i una curva deU'ordine 
2n — I, la quale: passa semplicemente per ciascuno degli n* punti 
comuni alle curve C e C*, cd ha in un punto (r)-plo con le 
stesse tangenti della curva C (n* 39, 44, 41). Onde il luogo mede- 

(•) Per determioare il numero n(n — 1) — r(r — i) — (s — i) delle tan- 
genti che si possono condurre da un punto arbitrario P del piano ad una curva 
C dotata d'un punto (r)-plo, O, con s (^r) tangenti coincidenti in una retta t, 
si pu6 anche assumcre, com^ curva ausiliare C*, ad es. una curva d'ordiae n con 
un punto (r*)-plo in O. In questo caso il luogo ^p , relativo al fascio (C, C*), 
passa semplicemente per ciascuno dei residuali n* — rr* punti comuni alle curve 
C Q C* (a° 44) ed h.i in un punto (r -f- ''* — i)-plo con s — i tangenti coin- 
cidenti nella retta t (Teor. XXKIX, a). Epper6 il luogo medesimo, che k del- 
I'ordine m — i, incontra ulteriormente la curva C in 

(2 « — I) n — («' — rr*) — r{r-\'r* — i) — (s — i) 

= » (« — — ^ (^ — — (* — 

punti, ciascuno dei quali ^ punto di contatto di una tangente condotta da P alia 
carva data C. • 

(••) Cremona, IntroduXn n° 74, h, 

(•••) Conscguentemente : « Un punto (r)-plo con s(^r) tangenti coinci- 
a denti in una medesima retta produce, rispetto alia classe della curva, la stessa 

c dimiauzione che produrrebbero j-^ (^ — ~ (^ — ^) punti doppi ed / — i 
u cuspidi ordioarii 0. (Cremona, Introlu:^^,^ u^ 74, d)» 

Kt'td, Circ. MMein., X, IX, parte i*.— Stampaio il 25 ottobrc 1894. 6 
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simo incoDtreri ulterionnente U curva C in 

(2 » — i)if — If' — (r* + r) = n(n — i) — r(r + i) 

puQti, in ciascuno dei quali una retta condoCta da O i taogcnte alU 
curva data C. Dunque : 

« Se una curva ha un punto (r)-plo (a tangent! distinte o coin- 
« cidenti), fra le rette uscenti dal punto ve ne sono n(n — i) — r(r+i), 
c le quali toccano altrove la curva medesima >. 

72. Sia C una curva algebrica generate dell'ordine n. 

Si assuma ad arbitrio nel piano una curva ausiliare, C*, dello 
stesso ordine n, II luogo 2 (Teor. XLVI), relativo al fascio (C, C*), 
A dell'ordine 6(n — c) e passa con tre rami per ciascuno degli «* 
punti comuni alle curve C e C* (n** 67). Epper6 il luogo medesimo 
incontreri ulteriormente la curva C in 

6n(n — i) — 3 If* =: 3 » (« — 2) 

punti, ciascuno dei quali (Teor. XLVI, S) sari un flesso per la 
curva data C. Dunque : 

« Una curva d'ordine n possiede, in generale, 3«(ii — 2) punti 
< di flesso >. 

73. Suppongasi che la curva data C possegga un punto (r)-plo, 
0, a tangenti distinte. 

Si assuma nel piano una curva ausiliare, C*, dello stesso or- 
dine n, non passante pel punto 0. II luogo 2 (Teor. XLVI), rela- 
tivo al fascio (C, C*), passa con tre rami per ciascuno degli n* 
punti comuni alle curve C e C* (n'^ 67) e passa pel punto O con 
3 r — 4 rami, r dei quali hanno ivi le stesse tangenti della curva 
C (Teor. XL VIII). Epper6 il luogo 2, che i dell'ordine 6(n— i), 
incontreri ulteriormente la curva C in 

611(11 — i) — 3 n* — r(3r — 4) — r=3»(fi — 2) — 3r(r — i) 

punti, ciascuno dei quali (Teor. XLVI, ^) sarit un flesso per la curva 
dfiu (7. Dunque (n° 72) : 
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c Un punto (f)'plo a tangenti distinte diminuisce, in gene- 
c rale, di 

3 n (» — 2) — [3 fi (if — 2) — 3 r (r — I )] = 3 r (r - i) 

« unit^ il numero dei flessi di una curva > (*). 

a) Per r = 2 : t Un punto doppio ordinario diminuisce di set 
c unit4 il numero dei flessi della curva t. 

74. La curva data C possegga una cuspide, 0. Sia t la rela- 
tiva tangente cuspidale. 

Si assuma nel piano una curva ausiliare C*, deU'ordine n, non 
passante pel punto 0. II luogo 2 (Teor. XLVI), relativo al fascio 
(C, C*), passa con tre rami per ciascuno degli n* punti comuni 
alle curve C e C* (n° 67) ed ha in un punto triplo con due tan- 
genti le quali coincidono nella retta t (Teor. XLIX per p = 2). 
Onde il luogo 2 incontrer^ ulteriormente la curva C in 

6n(n — i) — 3n* — 2.3 — 2 = 3«(« — 2) — 8 

punti, ciascuno dei quali (Teor. XLVT, 8) i un flesso per la curva 
data C Epper6 (n** 72): 

(*) Si giuage al medesimo risultato assumendo, come luogo ausiliare C*, 
ana carva d'ordine ft, !a quale pass! pel punto con r* rami a tangenti distinte 
e diverse da quelle della curva data C. II luogo 2, relativo al fascio (C, C*), 
passer^ con tre rami per ciascuno dei residual i .«' — rr* punti comuni alle curve 
C c C» (n** 67) : 

a) Se r* '^r ovvero r* •< r, in ambidue i casi la curva 2 passer 4 inoltre 
pel punto O con 3(r-f-''*) — 4 rami, r dei quali avranno ivi le stesse tangenti 
della curva C (Teor. XLVII); epper6 in ambidue i casi il luogo medesimo in- 
contra ulteriormente la curva C in 

— r = 3 » (fi — 2) — 3 r (r — I ) 

punti, ciascuno dei quali ^ un flesso per la curva data C. 

h) Se r=sr^f in tal caso la curva 2 passeri con 3 (2r — i) rami pel punto 
Of senza toccare ivi la curva C (Teor. L); epper6 si trova parimenti, che il luogo 
istesso incontra ulteriormente la curva C in 

6 If (fi — I ) — 3 (ft* — r*) — r [ 3 (2 r — I )] = 3 « (ft - 2) — 3 r (r — I) 

pantiy ciascuno dei quali ^ un flesso per la curva data C 
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75. Dalle prcpcsscoci ic -' 69: 70, «, ^; 72; 73, «; 74 segue 
immfrii S tarr ?sT'g c::e ^n^. c^m Al^ecrica puna jeli'crdinc li, con t 
puoti doppi e 3L c:2spiil oriinirii, e dell* dasse 

« = «(« — i) — li — }x 

e possiede 

1= 3«(« — 2) — 64 — 8x 

pood di flesso. 

Sonoqueste, iosieme alle loro duili^ le tMCcfonmoU diPlucker. 

(*) Se si suppone che la curva dati C ha uo ponto (r)-pIo O con s{^r) 
taogenti coiocidenti in una nxdesima retta, e si assame ana corva ausiliare C* 
d*ordine m, aon passante per O. in ta^ caso un esame piu intimo della singola- 
riti superiore che il luogo I [relativo al tascio (C, C*)] possiede nel puoto 
farebbe conosccre che, nc!!'ipotesi i < r (Teor. XLVIII) le curve C e 2 haono 

r r — 4) + ^ — 2> + ('^ — 
tntersezioni riunitc in O, c nelTipotcsi i = r (Teor. XLIX) le curve C e 2 hanno 

3r(r— i) + 2(r— I) 

tnteneatooi riunite in O. Nel 1° caso il luogo S [il quale ha bens\ an ponto 
triplo in ciascuno degli »' punti comuni alle curve C c C* (n® 67)] incontra 
ulteriormente la curva C in 

6 II (« — I) — 3 If* — r (3 r - 4) — (3 * — *) — ('^ — 
= 3 If (« — 2) — [3 r (r — I) + 2 (* — 0] 

punti, e nel 2^ caso in 

611(11 — X) — 3«' — 3r(r— I) — 2(r— i) = 3«(« — 2) — [r(3r— I) — 2] 

p'Uiti. Dondc si conclude Cn® 72) che: « Un punto (r)-plo con s{Z.r) tangenti 
« coincidcnti in una meJesima retia diminuisce, in generale, di y(r — i)4-2(j — i) 
u \\\\\x\ il nunicro dci flessi della curva ». 

(lonscgucntcmcntc [cssendo quest'ultinio numcro =6 per r = 2, ^ = .x 
(n" 73, a); cd ^ 8 per r = f = 2 (n^ 74)] : 

u Un punto (r)-plo con s {^r) tangenti coincidenti in una medesima retta 
« produce, riipetto al numcro doi flessi della curva, la stessa diniinuzione che 

« produrrcbboro *-r(r — i) — (s — i) punii doppi ed i — i cuspidi ordinarii ». 
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76. Siano C^, C, , Cp tre curve d'ordini w, n, ^, le quali pas- 
sino per un medesimo punto, 0, risp. con a, p, y rami a tangenti 
disttnte e diverse per due qualunque di esse. Si indichino con: 

(0> (^b)' K^* rispettivamente, i gruppi di np — ^yy pm — yoLy 
mn — ap punti in cui le curve Q e C^, Cp t C^, C^ e Q s'in- 
contrano oltre il punto 0; 

(c) il gruppo degli 

punti di contatto delle rette che si possono condurre da a toccare 
altrove le curve C^, C,, Cp (n» 69, 71); 

A; un gruppo arbitrario di / rette uscenti dal punto 0. 

a) Si consideri il fascio d'ordine (x.(X tn -{- n + p): 

(25) (C^ = (C^.Q.C,.A^_^, A^ 

individuate dai due luoghi d'ordine (a: Q,. Q. C^. Aj,^_,,__^_^ e A^. 

Poichi ogni punto di una retta nppartenente al gruppo A^ „ „ ^ 
owero al gruppo A^ pu6 essere considerate come punto di contatto 
di una tangente condotta da ad una curva del fascio (C^), ne 
segue che il luogo 4>^, relative al fascia (C^J, il quale i deU'ordine 
2(1. — I (n° 39), si scinderi nelle 2(i — m — n — p rette Aj^„,_^^, 
A ed in una curva residuale, B^, dell'ordine 

(2 (A — i) — (2(x — m — n — p):=m + n + p — i. 

Dai teoremi sulle curve ^ si trae subito che il luogo SqI 

i** Passa con a + p + y rami pel punto ed ha ivi Ic stesse 
tangenti delle curve Q,, Q, C^ (Teor. XXXVII). 

2° Passa con un ramo per ciascun punto dei gruppi (a^y (a^)^ 
(a)y ed in uno qualunque di essi, a^ [del gruppo (flj, ad es.], ha 
per tangente il raggio doppio (diverse da Oa^ dell'involuzione di 
secondo grade e prima specie individuata dal raggio Oa^y contato 
due volte, e dalla coppia di raggi costituita dalle due tangenti in a^ 
alle curve Q e Cp (n° 43); ossia : la retta che 6 coniugata armo- 
nica di Oa^ rispetto alle due tangenti in a^ alle curve C. e Cp. 

3"* Passa con un ramo per ciascuno dei punti doppi (non con- 
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teouti nei luoghi C e A) del fascio (CJ, ed in uoo qnalunque di 
cssi, d, ha per cangente il raggio doppio (di verso da O^ deH'iiH 
voluzione di sec43ado grado e prima specie iniividuata dal raggio Od^ 
contato doe volte, e dalla coppia di ra^ cosdtuita dalle dae tan- 
gend in ^ a quella curva del fasdo (CJ che ha ivi un punto doppio 
(n"* 4}); ossia : la retu che i coaiugata annonica di O J rispctto 
alle due tangenti in d 2 quella curva del fascio (C^ che ha ivi un 
punto doppio. 

4*^ Passa con un ramo per dascun punto dd gruppo (r) (n^ 39). 

Si osservi ora che la curva d'ordine m + n-i-p — i, 8^ relativa 
ad un fascio del dpo (25), t unica, qualunque sia {& e per qualsiasi 
scelta dei due gruppi ausiliari \ di rette uscenti dal punto O. In- 
fattiy essendo 



(26) 



+ m(m—i) + n(n-i)+p(p—i) 
-«(«+i)-p(p+i)-7(y+i)>(m+>+/y-i)% 



se due curve Bq esistessero, esse avrebbero riunite nei punti O, 
(0» (^p)' (O ^ (0 ^" numero d'intersezioni maggiore del pro- 
dotto degli ordiniy il che ft assurdo. 

b) Si consideri il fascio d'ordine (^(^ ^1 pii!i grande dei due 
numeri m ed n + p): 

(27) (c<;>)^(C,.c,.^^^, c..A^), 



individuato dai due luoghi compost! d'ordine (i: C^.C^l^ 

Come sopra, il luogo ^q relative al fascio (C^*^ si sdnderit 
nelle HL — m — n—p rette A^^^^ , A^,^ ed in una curva resi- 
duale, eg"\ deirordine m + n + p — i. 

In virt6 di proposizioni relative alle curve ^, il luogo 8§"^: 
1° Se ^-{-y — ^9£n+p — m: passa con a + p + y rami 
pel punto ed ha ivi Ic stesse ungenti delle curve C^, C,, C^ 
(Teor. XXXVII); tst^ + y — a=:n+p — m: passa pel punto 
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O con a -[- p 4- Y + I rami, le cui tangenti in sono tutte diverse, 
in generale, da quelle delle curve C^', Q, C^ (Teor. XXXVIII). 

2** Passa con un ramo per ciascun punto del gruppo (a^)y ed 
in uno qualunque di essi, tf^, ha per tangente [vedi pii!i sopra: a)y 2°] 
la retta coniugata armonica di Oa^^ rispetto alle due tangenti in a^^ 
alle curve C, e C^. 

3® Passa con un ramo per ciascun punto dei gruppi (a^ ed (a^), 
in uno qualunque dei quali ha per tangente la retta che congiunge 
il punto medesimo al punto (n^ 44). 

4* Passa con un ramo per ciascuno dei punti doppi (non con- 
tenuti nei luoghi C e A) del fascio (C^"*^), ed in uno qualunque di 
cssi, i, ha per tangente [vedi piix sopra: a), 3°] la retta coniugata 
armonica di Od rispetto alle due tangenti in d a quella curva del 
&scio (Cj"^) che ha ivi un punto doppio. 

5* Passa con un ramo per ciascun punto del gruppo (c) (n° 39). 

Anche qui si osscrvi che la curva d*ordine m + n + p — i 
8^"^ relativa ad un fascio del tipo (27), b unica, qualunque sia p. 
e per qualsiasi scelta dei due gruppi ausiliari A di rette uscenti dal 
punto 0. Infatti, in virti deirineguaglianza (26) (pel caso generalc 
P + T — CL j4 n + p — m) e della seguente : 

(ct 4- p + Y + i)* + 2(np + pm + mn — ^y — yoL — ap) 

+ m(m — i) + n(» — i) + p(p — i) 
— a(a + ,) _ p(p + I) _ y(y + >(«» + « + /> - ly 

(pel caso particolare p +Y — « = « + p — w), se due curve O^"^ 
esistessero, esse avrebbero riunite nei punti 0, (a^y (a^, (a^ e (c) 
un numero d'intersezioni maggiore del prodotto degli ordini, il che 
£ assurdo. 

Pertanto, indicando con O^"^ e B^J^ i luoghi analoghi a O^'"^ 
che si ottengono scambiando fra loro in (27) risp. le curve C^ e Q 
c le curve C^ e C^, da quanto precede si conclude che per tutt*i 
punti di contatto, (c), delle rette che si possono condurre da a 
toccare altrove le tre curve C^ , Q , C passano quattro curve d'or- 
dine m + n +p— i: e^, eg"^ B^o^, e^\ uli che : 
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1° Ciascuna di esse passa altresi : 

con a+P+Y rami pel punto ed ha ivi le stesse tangenti 
dellc curve date C^, C„, C^) 

con un ramo per ogni punto del gruppi (a^), (^3), (a^). 

2° In un punto qualunque, a^y del gruppo (fl^j) (ad es.): 
ciascuna delle due curve 0^"\ O^'^ ha per tangente la retta Oa^i 
ciascuna delle due curve 6^), B^^ ha per tangente la retta 
coniugata armonica di Oa^ rispetio alle due tangenti in fl^ alle 
curve Q e C^. 

In particolare : se p + y — a =1 » + /> — m, la curva O^*"^ passa 
pel punto con « + P + y + i rami, le cui tangenti in sono 
tutte diverse, in generale, da quelle delle curve Q,, C., C^; ed 
analogamente pei luoghi B^^ e 0^^\ 

c) Le quattro curve d'ordine m + n+p — i : Bq, ^o'^ ^o^ ^o^ 
godono della proprieti di appartenere ad una medesima rete. Per 
dimostrare ci6 procederemo nel modo seguente. 

Pongasi anzitutto 1'= n e y = j>; per il che si viene a sup- 
porre, nella ricerca precedente, che i luoghi Q e C^ siano, rispet- 
tivamente, n q p rette usccnti dal punto 0. In tal caso, i quattro 
luoghi 9^, B^^, 9^"\ S\}^ si riducono ad un solo, costituito da 
'quelle n+p rette e da un luogo residuale, dell'ordine m — i, che 
i la prhna polare di rispetto a C^ (*), c si ha in particolare la 
nota proposizione : 

« Data nel piano una curva C^, d'ordine m, con un punto 
« (a)-plo (* ^ 0), gli m(m — i) — a(« + i) punti di contatto 
« delle rette che si possono condurre da a toccare altrove la 
« curva C^ sono situati in una curva d'ordine m — i (la prima po- 
« lare di rispetto a C^), la quale passa con a rami pel punto O 
« ed ha ivi le stesse tangenti della curva C^ » (**). 

Indichiamo con C^, quest'ultima curva d'ordine m — i e 
torniamo alle curve C^ , Q , C^. 



(•) Cfr. la raia Nota: Una definiiione sintetica delle curve polari (questi 
Reiidicoiiti, t. VII, 1893, pp. 263-272), n° $. 
(••) Cfr. Cremona, Introdui., n» 70-72. 
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I iuogbi »^-> e e^^ individuwo m f«scio (e^^ e^^), i'prdine 
nt + ^ + p— ip U qu^l^ [vedi pii ^pm, k)] *vri : 

ip P; UD puotp base («+P+Y)-plP a tangeoti fis$^ (le taa- 
geati in 4W curvie C^, C,, C,)', 

io uo puato qualimque <Jei gruppi (p)y (a^ ed (a^) : un puntQ 
baae semplice a ungente mobile; 

in uo puoto quaiunque, a^ > del gruppo (a J : un punlQ b^s^ 
sempUce a tangente fiss^ (la retta Oag). 

Dall* ultima di queste propriety segup (Teor. V, nota) chc il 
fascio (^0^9 B^^) iconterr^ una curva> la quale passa con due rami 
pel punto s^. Ora questa, dovendo incontrare ciascuaa delle ciiryi^ 
Q e C^ in un uxmrnrp di punti che risuUa maggiore d^l prodotfp 
degii ordini (^), si sciode evidentemente nelle curve .C« e Cp ^d in 
un luogo residuale deU'ordine (m + ^+P — i) — ^ — p=ztn-rrr i, 
U quale, doveijdo 4vere m un punto (a)^lo coa 1^ ^SS9^ tan- 
genti d^Ua eurva C^ e dovendo iaoUre pa$6af«; con un r&mo per 
ciascuno degli w(iw-t- i) — «(« + i) punci 4i contattp delie rettg che 
si possono condurre da a toecare altrov/e la curva C„» couiciderl 
necessariamente coo la curva (^, ditnzi coosiderata. Dunque : una 
4dU tfarve del fascio (B^\ S^^) 4 il luogo ciomposto C,.C^. C]^,. 
Analogamente, il fascio (Sq, S^^)y indiyidpafo d4 Iuogbi % ^ 
S^\ zvA (vedi piji sopra : a) e ^)] : 

in ; un punto base (a + P + y)"P^^ ^ tangenti fisse (le tan- 
gent! in alle ^rv« C^, C^, C^); 

in un punto qualunque dci gruppi (c), (a^ ed (a^) : un punto 
base semplice :( tong^ate mobile; 

in un jHWtQ qu^uaque, a^t del gruppo (^ J ; un pun^o base 
semplice a tangente fissa (la retta coniugata armonica di Oa^ ri- 
spetto aUe du^ ;ai|g^nti i^ a^ alle curve C« e C^)* 

(*) flispettivamente per le ineguiglianze : 

>«(w4-n+j> — I), 

/{^iti. CfW. Matem.9 1. IX, parte i^. — Stanipato il 25 ottobre 1894. 7 
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Come sopra, il fascio (Bq , S^^) conterri una curva dotata di 
un punto doppio in a^ , la quale si scinde nelle curve C, , C. ed 
in un luogo residuale d'ordine m — i; e quest'ultimo, dovendo 
avere in un punto («)-plo con le stesse tangenti della curva 
C^ e dovendo inoltre passare con un ramo per ciascuno degli 
m(w — i) — a(5c + i) punti di contatto delle rette che si possono 
condurre da O a tqccare altrove la curva C^, coincideri necessa- 
riamentecon la curva CJ^,. Epperi: il luogo composto C^.C^.C^^^^^ 
anche contenuto nel fascio (O^, Bo"^). 

Ora, poichi i due fascl (ef;\ e^^>) e (0^, eS"0 hanno in co- 
mune una curva, C^.C^.C'^^^, se ne conclude che i quattro luoghi : 
^Qy ^o'^y ®o^ ^(P appartengono ad una modesima rete. c. d. d. 

Dalla discussione prccedente discendono le seguenti proposi- 

zioni : 

Teorema LI. — Date nel piano tre curve C., C,, C^, d'ordini 
m, n, p, le quali passano per un medesimo punto , , risp. con 
a(^o), P(^o), Y (^ o) rami a tangenti distinte e diverse per 
due qualunque di esse , esiste una rete di curve , [B] » dell' ordine 
m + n -\- p — I , la curva generica della quale passa : 

coif a 4- p -f Y rami pel punto ed ha ivi le stesse tangenti 
delle curve C^, C,, C^; 

con un ramo , a tangente mobile , per ciascuno degli ulteriori 

np + pm + mn — py — ya — ap 

punti d'incontro delle curve C^, C. , C^, due a due; 

con un ramo, a tangente mobile, per ciascuno degli 

f/i(m-i) + ii(ii-i)+/0-i)-x(a + i)-p(p + i)-Y(Y + i) 

punti di contatto delle rette che si possono condurre da a toccare 
altrove le curve C^, C^, Cp, 

La rete [0] contiene quattro curve : % , B^"*^ , e^''^ , B^^ , tali che : 
1° /« uno qualsiasi, a,y, degli ulteriori punti comuni alle curve 
Ci e Cf (i, j, k = m, n, p) : 

a^ ciascuna delle due curve B^^ , B[{^ ha per tangente la retta Oa^^ ; 



^ «. 



d'erdime m — s — 7 — i jinBJuzrrf -asr^" .jutk C ^ C t jgL^ Jr" 

lart di O rafter < C. 

/■ fmtkdgn: jri— •- — * = « — 7 — «.ir .-arac €1^^ 5iBSS 

gmmemii ptr gH xirx i»tf Jitf^-?r •s^/ r ^' . 7] 

Tbokema IJI. — Did mu Tasmr :^: rxrsx C,. L^. C^. i'lri 
m, M, p, h f^i /4Ci3J3Br per as neisrsabt Tax^J ^ O, m/« .vs 
a (^o), 5 (^ 0} ? T ^ ^. '-**» -* zD^SKTi Jiszim:i i Sisitrst f^ 
due fuclumqme ci esse, 14 si z%zi^ .rJ jixi^zi: A mm /fJ/ c erTttrm^ 
di I tent mscrmti jsl tma^ O: 

I* / pmmii dcpfi (an ./■j^jli k Tmr^H C r A) is #^ /um 
d'ordime jmulmrnqme ^(^ s ^ « — /): 



(Cp^(C..C..C,. 



Jimu siiuaii millu curva d^^rdime m ^ u -r p — <• ^o» deptdta ml 
Tior. LI. 

2* / pumti doppi (won ccntenuH mi luogbi C e S) di ogni fascio 
d'ordine qualumque jt ( ^ al piu grarJe dei due nmmeri med n + p): 




(C<->) = (Q.C^.A^^^, C..A^ 



(•) Indicando con c, uco q-jalunquc dei punti di conUtto dcUc rettc chc si 
possooo coodurre da O a foccare altrove la curva C, c con C^-i, CI_, Ic pnn« 
polari di O rUpctto allc curve C,- , Cj (i,;, * = m, », p), si potrcbbc aggiungcw 
che la curva unica, dcUa reie [O], dctata d'un punto doppio in tf, [Teor. IV, 
nota, Esempio d)] fc il luogo con^poiio dalla cun-a Q insiemc a quclla curva 
del fascio (Cf.Cl_^ , CyCf^^) che passa per c^ 
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sMd iitiuM mlla eurVA d*atdini m + n + p — i: ©g"^ , definita nel 
Tm. Li : td atkihg^Heftn pBt gli altri due fasci (C^"^) e (C^^)i 

^° Se d e un punto doppio (non situato net luogbi C e L di Un 
fiMltf (CjJ [&Wero di m fuscio {C^^) (i=:fn, H, p)]t la tangtnte in 
i Mn cutva Bq [^^^fo 0[j'j sarb la retta coniugata armonica del 
f'f^ggio Od rispetto alle due tnngenti in d d quella curvd del fascia 
eht ha tPi uk punto doppio. 

Queste due proposizioni (le quali sono sUscettibili di immedtau 
estensibtie td uii numero qualsivoglia di curve C) comprendono 
aach^ il caso particolare a z= ^ = y z= o , per il quale negli coqu- 
eitti s'iiitenderi che sia un punto del piano fissato ad arbitrioi 

y"/. Ndle ipotesi del n® precedente suppongasi cbe Ic curve 
Cfc,,C,jC^ passino per un altro punto, 0', risp. con «'(^o^ 
P'(^ o), Yi^o) rami a tangenii distinte e diverse per due qual- 
stast di esse. In questo caso, il numero di punti di ciascun gnippo 
(0> (^p)> (^x)* ^^) ^^^^ diminuito, rispettivamcnte, di ^Y> y'a^ a'P% 
«'(«' -- + P'(P' — i) + t'(y' — K 70) uniti. Inoltre : 

I** La curva Sq del Teor. LI passeri con «' + P' + t' — ^ 
rami pel punto 0' ed avri ivi per tangenti gli a' + §' + y' — i 
raggi doppi (diverSi da 00') deU'involuzione di grado a' + P' + y' 
e prima specie individuata dal raggio 00' contato a' -{- p' + y'^^^^^ 
fe dal grujppo costituito dalle tangenti in 0' alle curve G^,, C, > C^ 
(n** 43) ; ossia (*) : gli assi armonici, di grado a' + P' + y' — ^> 
del gruppo costituito dalle a' 4- p' 4- y' tangenti in 0' alle curve 
C^, C„, C^ rispetto alia retu 00". 

2** La curva S^^ (ad es.) del Teor. LI passeri pel punto 
O' con a' + p' + y' — I rami. Le sue tangenti in 0" saranno : 

a) se a' > p' + y' : gli a' -f p' -f y' ~ i raggi doppi (di- 
versi da 00') dell'involuzione di grado a' e prima specie indivi- 
duata dal gruppo delle tangenti in 0' alia curva C^ e dal gruppo 



(*) K o h n, Zur Tbeorie der harmonischen MittelpunkU (Sitzb. der k. AlUd% 
dcr Wwsensch. zu Wiem II. Abth. Juli-Heft, 1883). Cfr. altresi la mia Nott: 
Suite involnxioni di specie qAalunque dotdie di singdaritd ordinarie (questi Rendi^ 
conti, t. VIII, 1894, pp. 227.247), n° 14. 
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costituito dal raggio 00\ contato a' — P' — y' volte, insietne alle 
tangenti in 0' alle curve C^, q C^ (Teor. XXXIX); 

b) se a' "< P' + y' *• gli *' + P' + t' " ^ ^88* doppi (di- 
versi da 00') deirinvoluzione di grado P' + y' e prima specie in- 
dtviduata dal gruppo costituito dal raggio 00' contato P' + y' — *' 
volte insieme alle tangenti in 0' alia curva C^ e dal gruppo co- 
stituito dalle tangenti in 0' alle curve Q e Cp (Teor. XXXIX) ; 

c) se «' = P' + y' • ^^ retta 00' ed i 2 («' — i) rnggi doppi 
deirinvoluzione generate di grado x' e prima specie individuata dal 
gruppo di tangenti in 0' alia curva C^ e dal gruppo costituito dalle 
tangenti in CK alle curve C, e C^ (Teor. XL). 

78. Nella ricerca del n** 76 pongasi y = ^, con che si viene 
a supporre che il luogo C^ si scinda in p rette uscenti da O. In 
questo caso, i quattro luoghi 8^ , 9^*"^ e^j\ e[f^ si riducono a due, 
ciascuno dei quali risulta costituito da quelle p rette e da un luogo 
residuale d'ordine w + n — i; e si ottengono, come casi particolari 
dei Teoremi LI e LII, le due seguenti proposizioni : 

TfiORlBiiA LIII. — Date ntl piano due curve C^ e C^, d'ordini 
m ed n, le quali passano per un medesimo punto, 0, risp. con ^{'^ o) 
* k*(^ ^) ^^^i ^ tangenti distinte e diverse, esiste unfascio di curve 
(B), dtWordine m + n — 1, la curva generica del quale pdssa : 

con a + ^ rami pel punto ed ha ivi le stesse tangenti dellt 
curve C^ e C, ; 

con un ramo, a tangente mobile, per ciascuno degli ulterior i 
mn — x^ punti d'incontro delle curve C^ e C ; 

con un ramo, a tangente mobile, per ciascuno degli 

m{m— i) + ii(«_ i)_a(a+ i) _ ^^^ ^ j) 

punti di contatto delle rette che si possono condurre da O a toccare 
altrove le curve C^ e C,. 

// fascio (e) contiene due curve, % , e^* , tali che, in uno qual- 
siasi, a, degli ulteriori punti comuni alle curve C„ e Q : uno dei due 
luoghi, So*, ha per tangente la retta Oa e Vallroi 8^, ha per tan- 
gente la retta coniugata armonica di Oa rispetto alle due tangenti in 
a alle curve C^ e C 
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In particolare : se m — xz= n — p , la curva Bq* passa pel 
punto f (W ot -}- p -|- I rami , Ic cut tangenti in sono tutU di- 
verse, in generate, da quelle delle curve C^ e C,. (*) 

Teorema LIV. — Date net piano due curve C^ e C, , d'ordini m 
ed n, le qtuxli passano per un medesinio puntOy 0, risp, con a ( ^ o) 
e P ( X o) rami a tangenti distinte e diverse, se si indica col simbolo 
A; un gruppo arbitrario di I reite uscenti dal punto : 

I** / punti doppi (non contenuti nei luoghi C e \) di ognifascio 
d'ordine qualunque p- ( ^ w -f n) ; 



sono situati nella curva d'ordine w + w — i : %q, definita nel Teo- 
rema LIIL 

2° I punti doppi (non contenuti nei luoghi C e \) di ogni fascia 
d'ordine qualunque [f-i^ al pin grande dei due numeri m ed if); 

(C*) = (C^.A , C..A ) 



sono situati nella curva d'ordine m + n — i : 6^*, definiia nel Tea- 
rema LIIL • 

^^ Se d h un punto doppio (non situato nei luoghi C e A) di un 

fascio (CjJ [owero (C^*)], la tangente in d alia curva Bq [owero 

Bq*] sarh la retta coniugata armonica del raggio Od rtspetto allt 

due tangenti in d a quella curva del fascio che ha ivi un punto 

doppio. 

Pel caso particolare a =z p = o nei due precedenti enunciati 
s'intender^ che sia un punto fissato ad arbitfio nel piano. 

79. Nelle ipotesi precedenti, se si suppone che le curve C^^ Qt 
passino per un altro punto, 0\ risp. con «' ( ^ o) ^ P' ( ^ o) ^^^ 
a tangenti distinte e diverse, in tal caso i gruppi {a^) e (c) (n** 76) 
conterranno risp. mn a^ — a' p' ed m (m — i) + « (« — i) 



(•) Pel luogo (-)(}• cfr. Caporali, Suite tangenti condotte ad una curva 
algehrica piana da un suo punto muUiplo (Rend. Ace. Napoli, giugno 1881), tec* 
rema del q° i. 
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— «(a + I) - ?(? + I) - *'(«' - I) - p'(p' - I) (n' 69, 70 
e 71) punti, ed inoltre : 

I** La curva e^ del Teor. LIII passeri con a' + ^' — i rami 
pel punto 0' ed avri ivi per tangenti gli assi arraonici , di grado 
a' + P' — I , del gruppo costituito dalle a' + P' tangenti in 0' 
alle curve C^ e C„ rispetto alia retta 00' (n° 43; n** 77, i^). 

2** La curva Sq* del Teor. LIII passeri pel punto 0' con 
a' + P' — I rami. Le sue tangenti in 0' saranno : 

a) se a' > P' : gli a' -f P' — i raggi doppi (diversi da OO') 
deirinvoluzione di grado «' e prima specie individuata dal gruppo 
delle tangenti in 0' alia curva C^ e dal gruppo costituito dal raggio 
00\ contato a' — P' volte, insieme alle tangenti in 0' alia curva C, 
(Teor. XXXIX); 

i) sc a' <^ P' : gli a' + p' — i raggi doppi (diversi da 00") 
deirinvoluzione di grado P' e prima specie individuata dal gruppo 
costituito dal raggio 00' y contato p' — a' volte, insieme alle tan- 
genti in 0' alia curva C^ e dal gruppo costituito dalle tangenti in 
O' alia curva C. (Teor. XXXIX); 

c) se a' = p' : la retta 00' ed i 2 (a' — O^^gS^ doppi dei- 
rinvoluzione generale di grado x' e prima specie individuata dai 
due gruppi di tangenti in 0' alle curve C^ e C, (Teor. XL). 

80. Se nei Teoremi LIII e LIV poniamo P = «, per il die si 
viene a supporre che il luogo C, si scinde in n rette uscenti da O, 
in tal caso: i luoghi Bq e Sq* coincideranno in uno, costituito da 
quelle n rette e da un luogo residuale d'ordine m — i, che h la 
prima polare di O rispetto a C^; il Teor. LIII ci ricondurri ad una 
proposizione gii notata (n** 76, r); ed il Teor. LIV assumeri Tenun- 
ciato seguente (nel quale per a = o intenJeremo che sia un punto 
preso fuori della curva CJ) : 

Data nel piano una curva C^ , d'ordine w, dotata d'un punto 
(*)-plo («^o), se si indica col simbolo A, un gruppo arbitrario 
di / rette uscenti da : i punti doppi (non contenuti nei luoghi 
C e A) di ogni fascio d'ordine qualunque P'(^w)'. 

giaccioao nclla prima palare di rispetto alia curva C.. 



i 
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Sc ^ ^ un punto doppio (non siiuato nei luoghi C e A) di ua 
fascio (C^), la tangcnte in d alia prima polare di rispetto a C, 
3ar^ la rctta coniugata amionica del raggio Oii nspetto alleduetan- 
gt^nti ill J a quella curva del fascio die ha ivi un punto dc^o(^ 

8i. Dal Tcor. LI per /> ziz: i, y ^= o : 
Date lie! piano due curve C„ e Q, degli ordini m ed «, Ic 
quali passano per un medesimo punto, O, risp. con «(^o)c 
^(^o) rami a tangenti distinte e diverse: per ogni trasversalc I 
(non passantc per O) esiste una rete di curve, [8], dell'ordipc w+«, 
Ja curva generica della quale passa : 

con a + [i rami pel punto ed ha ivi le stesse tangenti JcB? 
curve C^ e C, ; 

con un ramo, a tangente mobile, per ciascuno degli m -f « 
punti in cui la retta R incontra le curve C^ e Q; 

con un ramo, a tangente mobile, per ciascuno degli ulteriori ' 
vm — x{i punti d'incontro delle curve C^ e C, ; 

e con un ramo, a tangente mobile, per ciascuno degli 

fn(m - I) + n{n - i) - x(x -f i) — KP + 

punti di contatto dellc rette che si possono condurre da a toc- 
cariC altrove le curve C« c Q. 

La rete [S] coniiene quattro curve: %, 8^"^ e^"\ S^o\ talichc: 
{''In uno qi^alsiasi, a, degli ulte^riori punti comuni alle curv^ 
C^ e C, : cias.cuna delle due curve 0^'"\ 0["^ ha per tangente la 
rctta Oa c ciascuna dellc du4.* curve 0^, id^J^ ha per tangentje la 
retta coniugata armonica di Oj rispetto alle due tangenti in a alU 
curve C^ e C«; ^-'d in uno qualsi;isi, a.y degli i punti d'incootro 



(*) Per questa via si ritrovano tutti i teoremi rclativi alle prime polari. 
Cqs\ ^d es. (semprc nelPipotesi P = ») ponendo P' = o negli enuAciati del n**79 
$i ha la DOta proposizioae : « La prima polare di un punto qualunque, O, ri- 
te specto ad una curva dotata d'un punto (a')-plo, 0', passa con x' — i rami per 
« O' ed ha ivi per tangenti Ic a' — i rette il cui sistema ^ la prima polare di 
« rispetto al gruppo delle a' tangenti in O' alia curva data ». (Cremona, 
Inirodtt^.^ n» 73 e 74). Etc, etc. 
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della retta R con la curva Q (f > / = m, n) : ciascuna delle due 
curve B^\ 9^'^ ha per tangente la retta Oa^ e ciascuna delle due 
curve 00, B^ ha per tangente la retta coniugata armonica di Oa^ 
nspetto alia coppia di rette costituita dalla retta R insieme alia tan- 
gente in n, alia curva Q. 

2** Ciascuno dei due fasci (6^, 9^'^), (eg"^ 0^"^) contiene il 
luogo d'ordine m + n composto delle curve C^ q C^; e ciascuno 
dci due fasci (0§\ 0^'^), (S^\ 0^) (i, / = m, n) contiene il luogo 
d'ordine m + n composto della retta R^ della curva Q e della prima 
polare di nspetto a C^. 

In particolare: se p — azizif — m+i (ovvero p — a=n — m — i) 
la curva 0^*^ (ovvero la curva 0^"^) passa pel punto O con ot + p -f- 1 
ramiy le cui tangenti sono tutte* diverse, in generale, da quelle delle 
curve C^ e Q. 

82. Dal Teor. LIII per n = i, p = o (ovvero dal Teor. LI 

per Y = A «=i, P = o): 

Data nel piano una curva C^ , d'ordine m, con un punto 
(«)-plo (a^o) a tangenti disiinte : per ogni trasversale R (non 
passante per O) esiste un fascio di curve, (0), d'ordine m, la curva 
generica del quale passa : 

con a rami pel punto ed ha ivi le stesse tangenti della 
curva C. ; 

con un ramo, a tangente mobile, per ciascuno degli m punti 
in. cui la retta R incontra la curva C^ ; 

e con un ramo, a tangente mobile, per ciascuno degli m(m — i) 
— a (a + i) punti di contatto delle rette che si possono condurre 
da O a toccare altrove la curva C^. 

n fasdo (0) contiene due curve : 0^ , 0^*, tali che, in uno qual- 
siasi, a^ degli m punti comuni alia retta R ed alia curva C^ : uno 
dei due luoghi, 0^*, ha per tangente la retta Oa e Taltro, 0^5, ha 
per tangente la retta coniugata armonica di Oa rispetto alia coppia di 
rette costituita dalla retta R insieme alia tangente in a alia curva C^. 

In particolare : se a = m — i, il luogo 0^^* si scinde nelle m 
rette che congiungono il punto ai punti in cui la curva C. h 
incontrata dalla retta R. 

Kind. Circ. UaUm.y t. IX, parte i\^Stampato il 27 novembre 1894. S 
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83. Particolarizzando in vari modi Ic curve C^^ C^ c C^^ coq- 
siderate nella ricerca del n° 76, si giungerebbe fiicilmente, con Tan- 
stlto delle proposizioni fondamentali del ^ VII , ad altre propried 
relative a vincoli esistenti fra i punti di contatto delle taogenri con- 
done da un pjnto ai una o a piii curve algebriche. Ma noi inTece, 
nel dar termine a questo paragrafo > preferiamo di applicare id na 
particolare esempio alcune di quelle propriety delta curva Z relatiTa 
ad un fascio di curve, die furono dimostrate nel ^ X. A tal oopo 
riassumeremo una parte di quelle proposizioni nell'enundato sq[uente, 
il quale metterii in evidenza i legami che esistono fra i punti di 
flesso di due curve dello stesso ordine, i loro punti d'incontro ed i 
punti doppi del fiscio dalle medesime individuato. 

Teorema LV. — Date nel piano due curve C e O, ddlo stesso 
ordine n, le quali passano per un medesimo punto, O, risp. con flt(^o) 
ed a' ( ^ o) rami a tangenti Jistinte e diverse, esiste una curva, I, 
delVordine €{n — i) (Teor. XLVI), la quale : 

i"" se OL ^ ol' , passa pel punto am 3 (« + O "^ 4 ''*■"# 
c + «' ^^i qwili toccano in le ft tangenti delta curva C € h %' 
tangenti della curva C (Teor. XLVII) ; e w « =r a', passa pel pumip 
con 3 (2 oc — i) rami, 2 a 4- i dei quali toccano in Oh 2« + i 
rette ciascuna delle quali ha ol -\' 2 interse^ioni riunite in O con MM 
curva del fascio (C, C) (Teor. XXXVIII e Teor. L); 

2" paasa con tre rami per ciascuno degli «* — a a' uUeriori pmnti 
comuni alle curve C e O ; in una qualunque dei quali , a, ba per 
tangenti le tangenti staiionarie di quelle tre curve del fascio (^C, C*) 
dotate di un flesso nel punto a (Teor. XXXVIII e Teor. L per r = i); 

3° passa con due rami per ciascuno dei 

3 (if — i)* — [(a + «' — !)• — aa'J (se « ?£ etO 

3(n - if - (a - i)(3a + i) (sc «= O 

ulteriori punti doppi del fascio (C, O); in uno qualunque dei quali 
ha le stesse tangenti di quella curva del fascio per la quale quel punto 
h doppio (n^ 47, Teor. XUI, n^ 50 e Teor. XLVII per r = o, 
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4^ finalmente, passa con un tamo per ciascuno dei 



3 [2 II (ii — 2) — a (flt — i) — a'(a' — i)] 

putai di flesso delU curve C e O {p} 72, 73 e Tcor. XLYI, *). 

Supposto a f^ «'> I 3 [« (1^ — 2 ) — a (a — i)] flessi della curva 
generica del fascia (C, C) (Tcor. II c n* 72, 73) costituiscono il 
gruppo delle interseT^ioni mobili di questa curva con il luogo 2. (*) 



(*) I. Otto punti 3x , ^2 > • • • ^8 individuaoo nel piano: 

1° il nono punto base, h^ , del fascio, ( C^ )» costituito dalle cubiche che 

passano per ^, > ^2 > • • • ^8 > 

2** nove terae di rette, una qualunque delle quali, (/p), /(*), tf^^^)^ h com- 

posta delle tre tangenti stacionarie in h^ (i ■■ i, 2, . . . 9) dt quelle tre curve d«l 
fascio ( C| ) che hanno ivi un flesso; 

3<' dodici punti, i| » </« > • • • <^ia - ^ punti doppi del fascio ( C| ); 
4° dodici coppie di rette, una qualunque delle quali, (t^'), t^'^), h composta 
delle due taogenti in Jy (/ == i, 2, . . . 12) a quella curva del fascio ( Cj ) che 
ba ivi un punto doppio. 

In virtii del Teorema LV (per « = 3, a=qt'=o) i 21 punti *i , *a t • • • ^a > 
ixi dt* <•"' d^2 s^^no situati in una curva del 12° ordine, la quale: 

a) passa con tre rami pel punto h^ ed ba ivi per tangenti le rette lS^^^ r('\ K') 

(i»l, 2,... 9); 

h) passa con due rami pel punto d^ ed ha ivi per tangenti le rette tj'^ t^^^ 

{jwm I, 2, ... 12); 

c) contiene i 9 punti di flesso di ogni curva del fascio ( C| ). 

2. Per » = 2 il luogo £ del Teor. LV 6 del 6° ordine e si scinde nelle 6 
rette che congiungono due a due i 4 punti base del fascio di coniche. 

5. Siano: C. una curva d'ordinc n con un punto {n — i)-plo ordinarto» 
0\ (^) un gmppo di n punti presi ad arbitrio sulla curva C. ; A« il gruppo delle 
n rette che congiungono il punto ai singoli punti {]b)\ d^ il punto in cui una 
qualsiasi, t^ » delle n — i tangenti in alia curva C« ^ ulteriormente incontrata 
dalla curva d'ordine n — i , C^^ , la quale : passa con n — 2 rami pel punto 

O, ha ivi per tangenti le rette /i • /i • . . . <i^ > ^h-i > • • - 4i-i ® P^^>** ^° u° 
ramo per ciascuno det punti (b) (i ss i» 2» . . . 1 — x). 

In vtrt6 del Teorema LV il luogo S relativo al fascio d'ordine n (C;, , A« ) 
h 4drofdine 6(11—1) e passa: con 3[« + (»— O] — 4 = 6»— 7 rami pel 
panto 0, 2n — i dei quali hanno ivi per tangenti le n — i rette ^ >/»»••• ^ 
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84. Siano: 

C. una curva d 'online n con un punto (n — i)-pIo ordi- 
nario, O; 

A^, il gruppo delle n — i tangent! in alia curva Q ; 
^,(«^) ii gnippo delle rette cbe congiungono il punto O ai 

3 ii(n — 2) — 3 (« — i)(if — 2) = 3 (h — 2) 

punti di flesso della curva C, (n' 72, 73) ; 

R, R\ R'^ trc rette fissate ad arbitrio nel piano. 
I quattro luoghi d'ordine n : 



e le If rette A,; con tre rami per ciascuno degli n punti (b); con due rami per 
ciascuno degli n — i punti ^, , (/,,... ^i , in uno qualsiasi dei quali, J, » ha 
per tangenti la retta /, » e la tangente in di alia cuiva C^<^ ; e (inalmente con 

un ramo per ciascuno dei (n» 72, 73) : 3« (« — 2) — 3 (« — 1) (« — 2) = 3 (« — a) 
punti di flesso della curva C„. Conseguentemente, il luogo S si scinde: 1° nelle 
n rette A^, cipscuna contata due volte; 2° nelle n — x rette f , , f , , ... t^ ,; 
3® in un luogo residuale, dell'ordine 6(w — i) — 2« — (n — i) = 3« — 5 , il 
quale : passa con (6« — 7) — 2fi — (« — i) = 311 — 6 rami pel punto O; passa 
con un ramo per ciascuno degli n punti (b); passa con un ramo per ciascuno 
degli n — 1 punti </, , d^, ... </«_,, in uno tlei quali, </, , fe tangente alia curva 
C^*^ ; e passa con un ramo per ciascuno dei 3 (n — 2) punti di flesso della curva 

data C«. 

Si ha quindi la seguente proposizione : 

Se sopra una curva C», d'ordine «, con un punto (n — i)'Plo ordinario^ O, 
si assume ad arbitrio un gruppo^ (b)y di n punti, e si indicu ccn d, il punto in cui 
unUy ti t delle n — i tangenti in O alia curva C^ i ulteriormente incontrata dalla 
curva d'ordine n — i, C^*^ , che passa per con n — 2 rami ivi tangenti alle rette 

tit t^t ... '1— I > '*+i > . . . ^i»— 1 ^ passa semplicemente per ciascuno dei punti (b) 
(/ ss I, 2, . . . n — x), allora esiste una curva d'ordine 3« — 5, la quale: 

l^ ha in un punto (311 — dyplo; 

a® passa con un ramo per ciascuno degli n punti (b)\ 

3® passa con un ramo per ciascuno degli n — i punti (i); 

4® in UHOf di , degli n — x punti {d) tocca la curva C^*^ (1= 1,2, ...11 — x); 

5® passa can un ramq per ciascuno dei 3 (it — 2) punti di flesso della curva 

uu c,. 
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individuano un sistema lineare triplamente infinite d'ordine n : 

[ CJ' = [R. A_. , ;?'. A_. , R". A_. , C.] , 

il quale possiede in O unpunto base (n — i)-plo a tangenti fisse: 
le 11 — I tangenti A^, della curva C,. 

Poichi ogni curva del sistema [C.]' pu6 essere ottenuta come 
curva del fascio 

dove U* i una retta chc varia nella rete [Ry R\ R""] (ossia una retta 
qualunque del piano) (n° i, a)y ne segue che il sistema [C.]' gode 
altresi della propriety che la sua curva generica incontra ulterior- 
mente la curva data C, in «* — (n — i)* — (n — i) = n punti 
situati in linea retta (*). 

Reciprocamente, ogni curva d'ordine n, la quale passa pelpunto 
O con n — I rami ivi tangenti alle rette A^, ed incontra la curva 
C. in gruppi mobili di n punti situati in linea retta apparticne al 
sistema [CJ\ Infatti, se C* 6 una di queste curve ed ij* i la 
retta che contiene gli n punti in cui la curva medesima incontra 
ulteriormente C. , il fascio {C*, CJ conterri necessariamente il 
luogo composto i?*.A^j ; epper6 la curva C* apparterri al fascio 
( C/) ^ (JJ*.A^, , CJ e conseguentemente al sistema [C,]'. 

Q6 premesso cerchiamo il luogo 2 (Teor. XLVI) relativo al 
fascio (Q*). 

Siccome questo fascio contiene una curva costituita da un gruppo, 
A. , di If rette uscenti da (Teor. V, nota) , cosi considereremo 
il fascio medesimo come individuato dai due luoghi d'ordine ir: i^.A,_, 
e d, , e scriveremo : 

Pertanto, applicando il Teorema LV troviamo subito che il luogo 
2 relativo al fascio (C/) passa : con 

3 [(» — + «] — 4 = 6 « — 7 



(*) Conseguentemente : due curve qualunque del sistema [ C« ]' s*incontrano 
in an grappo mobile di n punti situati in linea retta. 
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rami pel punto O; con tre rami per ciascuno degli n pimd d'ifr- 
contro della retta R* con i raggi del gruppo A^ ; e con due rami per 
ciascuno degli n — i punii d*incontro della retta ]?• con i raggi 
del gruppo d^,. Ma siccome ogni punto di una quilsiasi dellerette 
costituenti i gruppi A^, e A, i da considerarsi come flesso di una 
curva del fascio(C/), cosi il luogo 2, che i deH'ordine 6(ii — i), 
si scinderi nelle in rette -R*.A^,. A, ed in un luogo residuale 
d'ordine 

6(n — i) — 2ii = 4« — 6, 
il quale, dovendo passare: con 

(6ii — 7) — (n — i) — « = 4if — 6 

rami pel punto O, con un ramo per ciascuno degli n punti d'in- 
contro della retta R* coi raggi del gruppo d. e con un ramo per 
ciascuno dei 3(11 — 2) flessi della curva C,, si scinderi alia sua 
volta nelle 4 it — 6 rette A,. ^3(^2). Donde si conclude che il luogo 
Z relativo al fascio panicolare ( C*) si compone della retta ST^ delie 
n — t rette A^, » delle n rette A. , ciascuna contata due ToltCt e 
dellc 3 (« — 2) rette A,^^,). Epper6 : 

Teorema LVI. — Data nel piano una curva C^ d*wiUu n am 
un punto (if — lyp^ ordinario, 0, tutte It cunt d'ordime n, U 
quali hanno in un punto (n — lyplo con It sttsst tangenti di Q 
td incontrano ulttriormentt C. in gruppi di m punti situati in lima 
retta costituiscono un sistema Uncart triplamtntt infinito (ntl quale i 
cottttnuta C.) talt, cht i 3 (n — 2) JUssi della rtlativa curva gtnerica 
dtscrivono 3 (n — 2) rtttt concorrenti ntl punto O. 

(Continua). 

Lana an der Etsch, 

Gardscheit 

8 ottobre 1894. 

G. B. GucciA« 
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ERRATA-CORRIGE E NOTE. 



1) Mim. /<•, n^ /: II CoroUirio chc avevo ripidamente indicato in una nota 
,>i(i deHa pag. 197 (e del quale non ho fatto alcua uso in queste Ric€rcbe)y nc'i 
rmini in cui trovasi ivi enunciate k erroneo; epperb prego i! Icttore di consider 
irlo come nullo. 

2) Mem, /« , §S /K « F: Per inavvertenza, negli enunciati del Lemma del 
.1° 16 e dei Teorerai VI, VII e VIII h stata oniessa la condizione »< ^ *, che il 
Lettore avr^ potuto restituire da s^ osscrvando, che ncMe ricerche di quci due 
paragrafi si considerano sistemi lineari 00^ scgati da una retta arbitraria in gruppi 
di MXi* involuiiotu di grado n^ e specie k, la cui d.^finizione implica (cfr. Due prO' 
poii^ioniy etc., n® i) la condizioue n^ 2^ k, 

3) Mem, II* , Teor. XL : Neiripotesi particolare in cui tutte le r tangenti 
in B alia curva generica del fascio dato sono supposte mohili^ cfr. la interessante 
Memoria del prof. Chizzoni : Sopra le involuiioni net piano (Mem. Ace. Lincei, 
vol. XIX, 1884), n° 14, dove trovasi indicato che il luogo 4>p passa con ar — x 
rami pel punto B e che una delle sue ir — i tangenti in B 6 la retta PB. 

4) Mem. II* , no fy: La propriety che tutte le curve ^ relative ad un fascio 
dato costituiscono una rete devesi attribuire al prof. Chizzoni, il quale ebbc a 
dimostrarla nel n° 14 della sua Memoria (loco citato). 

5) Mem. II* J n9 s8\ A pag. 30, linea 30, ed a pag. 31, linea i, leggaii 
(♦)j[ in vccc di (<I>j^). 

6) Mem. II* , Teor. XLVIII: In luogo di « .. . , le cui tangenti sono: » 
leggasi : «... , fra U cui tangenti sono da comprendere: ». 

7) Per la determinazione dei numeri ^u c ^a~, della Nota: Una deftniiione 
sintetica delle curve polari (quesli Rendiconti, t. VII, 1893, pp. 263*272; (^eitratta 
da un $, tutt*ora inedito, della Memoria 1 11^ di queste Ricerche) so^titui^aii la 
seguente dimostrazione, a quel la esposta ne! n^ i delta Nota medetima. 

Siano: fC]* un sistema lineare di curve d*ordine n e dimen^ione k(^ n)\ 
P un punto fissato ad arbitrio nel piano ; ^ il luogo dei punii in cni rette can* 

dotte dal punto P hanno contatti d* or dim k con curve del sistema \C\^ \ uli I'ordin«; 
del luogo ♦^•j ?*_, il grado di moltinliciti del punto P pet lacjrva 4^, ff\%U: 

a) il numero delle rette uscenti da! punto P, ctascuna dnWt quaM ha ivi 
an contatto d*ordine * con ma curva del M«eTna fC]* , o*.iij : 

h) il numero delle rette usce-iti dim ':>'i'Mo P, 'Awviix diV.^ q-i**! ha yn 
un contatto d'ordine kcon una curva di un %istema Iin*a^^ 'C]*^, di dimen^i^i^ 
k — I, dotato in P d'un punto base se.iip!ice a tn^^ntT mobile, ot-.ia: 

c) il grado di aioltipliciti di un o-i^xoP -^.t \\ Ijojro ♦^'^ retatiyo ad uft 
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sistema linearc [C]*"', di dimensione k — i, dotato in P d'uo punto base sew* 
plice a tangente mobile. 

Una retta /?, condotta ad arbitrio pel punto P, incontra 1e curve del sistema 
\CY in gruppi di n punti, i quali costituiscono un'involuzione di grado s e 
specie k. I {k -{- i) {n — k) punti (k -4- iVpIi di questa tnvoluzione sono i panti 
in cui la retta R, uscente da P, incontra ukeriormente il luogo 4^. Si haquiodi: 

(*) H^* = (* + i)(«-*) + 5*-.. 

II luogo *t~S relativo al sistema lineare [C]*"' costituito dalle curve di 

[C]* che passano per P, 6 deU'ordine ai_, e passa [c)] con ;*_x rami pel punto 
P. D*altra parte, i punti in cui una retto, condotta ad arbitrio per P, incoatn 
ulteriormente il luogo 4>*""', sono i k{n — k) punti (*)-pli deU'involuzionc di 

grado n — i e specie k — i costituita dai gruppi di n — i punti in cui la retu 
medesima fc incontrata dalle curve di [C]*"'. Si ha dunque: 

Ci6 po3to, eliminando ;j|_, dalle (a) e (p) si ottiene la fonnola di ri- 
correnza : 

H-* = [A*-i + « — *; 

dalla quale, csscndo {jl, = an — i (queste Ricercbsy n° 39; ovvero: Una defiiU' 
zione. etc, n" 1. a), si deduce: 



^ioney etc, n" 1, a), si deduce 



(*+l)(2« — *) 

H = ■ ^ 



t conseguentemente (a): 

^k^l = . 



a D. D. 



G. B. G. 
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SUR LES COURBES HYPERELLIPTIQUES 



PORTANT 



DES CORRESPONDANCES UNIVOQUES; 



par M. S. Kan tor. 



Aduiunsft del ai loglto 1894. 



I. Un interftt particulier distingue ces courbes des autres courbes 
k correspondance univoque interne, en tant que les correspondances 
sur ellessont toujours contenues dans des transformations birationnclles 
planes y sans avoir besoin de subir une transformation simplement 
rationnelle (*). Pour 6tudier les propri6t6s purement algibriques on 
pent se bomer k la courbe normale C„(fl)""*. Je vais construire toutes 
les transformations birationnelles qui y appaniennent. 

Theor£m£ I. — Les points de contact des tangentes menies de a 
a la courbe doivent itre joints entre eux en des cycles de la correspond 
dance. 

C'est une consequence de la continuity de la correspondance^ 
Tinvolution inhirente g\ 6tant changie en soi-mcme. 

THfeoRiME n. — Lorsque les tangentes sortant de a sont jointes 
par des cycles d'une homographie binaire, la courbe possede une corrcr- 
spondance univoque. 

(*> Ces traaspositions simplement rationnelles furent employ kt% la yft\m\ktn 
fois par M. A. H u r w i t z (Math. Amu, Bd. 32;. 

Rend. Ore. Materia t. IX, parte iS— Suropato li 5 dicembre 1^94- 7 



66 S. KAMTOR. 

C'est ce qui est prouv6 imm6diatement par Texpression 

de la courbe, et ce qui risultera aussi par la construction de la tran- 
sformation birationnclle relative, qui sera achevie au thterime XXVII. 
J'ai dt]k 6tudi6 le cas le plus particulier, savoir celui 06 existe une 
cubique invarianiive et cela montrait que les cycles oe doivent pas 
£tre assujettis h aucune condition. Une seconde preuve est le cas, (A 
la courbe C^(ay* est digin6r6e en une C^(ay~^ et le point tf, 
celui-ci comptant pour n z=o avec les singularity tf"*, tfj=:zflj = .... 

Si la condition du Th6or4me II est satlsfaite, il y a toujours 
deux correspondances, dont Tune est la composition de Tautrc avec 
rinvolution inh^rente. II faut distinguer les cas d'indice pair et 
impair. Si Tindice ft + i entre les droites par (ah) est impair, il 
y a toujours une des correspondances, qui contient rinvolution 
inh^rente et une, qui ne la contient pas. Si A + i est pair, il 
existe deux espices cssentiellement difFirentes de courbes : i** cellcs 
oil toutes les deux correspondances contiennent I'lnvolution inh^reote 
et 2^ celles oil aucune des deux correspondances ne contient rinvo- 
lution inh^rente. 

Pour h + I impair, panni les points de contact sortis de a existe 
un seul point double ou deux points doubles ou n'existe nul point 
double, suivant que les autres points de contaa s'arrangent en un 
nombre impair ou pair de cycles. Pour h + i pair, parmi les points 
de contact n'existe nul point double ou il en existe deux. Tous ces 
cas sont effectifs, parce qu'on pent construire la fonction f^f^ + f* 
pour Jifj9o + 2?i« -^i — ?» = o tellement, k satisfairc k une quel- 
conque de ces propri6t6s. 

Th^gr&me III. — Pour b + i impair existent 6 esphes de cor- 
spondances T : 

1. r peut avoir I'indice h + i et } points doubles, I'un d'eux 
entre les points de contact; 

2. r peut avoir I'indice 2(h -\- i) et i point double et um couple 
involutive; 

3. r peut avoir I'indice A + i et 2 points doubles; 

4. r peut avoir I'indice 2(A -f- i) et 2 points doubles; 
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5 . r peut avoir Vindice A -}- i et ^ points doubles litres; 

6. r peut avoir Vindice 2{h + i) et 2 couples involutives, sans 
paint double. 

TnkowbiE IV. — Pour A + i pair existent 2 espices de corr^ 
spondances T: 

7. r pent avoir I'indice h '\- i et deux points doubles litres et 
urn couple involutive; 

8. r peut avoir I'indice 2(h + i) tt deux points doubles entre les 
points de contact. 

Les correspondaaces i et 2, 3 et 4^ 5 et 6 sont tou jours si- 

multanies, 7 et 8 s'excluent. La cubique ^uianharmonique est un 

exemple pour i et 2, la cubique harmouique pour 7 et 8. Une cer*- 

taine C^ qui se rencontre dans les transformations typiques est un 

ezemple pour 3> 4» 5> 6. 

2. TtiioidME V. — Lorsqu' une court e C^{ay~^ a p^ 2 admet 
une correspondance univoque, il existe toujours une transformation ti- 
rationnelle du plauy qui contient les cycles de cette correspondance. 

Dim. Par la correspondance la s^rie ^^ decouple par les droites 
du plan est chang^e en une s^rie ^^ qui doit contenir la serie ^ 
inh^rente. Mais aucun faisceau de courbes n'existe, qui dicoupe 
cette g\^ except^ les droites par (a^); il faut done, que le faisceau 
des courbes nouvelles se decompose en ce faisceau et en une courbe 
commune. A cela suffit un systimede C, , qui passent par (at)""' ct 
r^uation nm — (n — iX'/^ — 2) — » = /« dimontre, que 2 (n — i) 
points de base doivent £tre sur la courbe C^. 

THEORiME VI. — // existe une infiniti de transfornuUions tira- 
tionnelles non involutives, qui contiennent tous les points d'une courte 
C^{af^ comme des points doubles. 

Dim. Une transformation d'un ordre <^n ne pouvant pas ezi^tcr, 
il s'agit des transformations de Tordre n. Suivant ies rapports doubles 
sur les droites par a les droites se rangent en des grouped d'unc 
involution /2(«.,) (*)• II f^ut done iublir une involution de Pordrc 



(•) Fofr moo Mtooire couronni : r Premun fondttiuntt pour utu thittrU 
des transformations plriodiques uiiic^ufi .-. 'A::i J/iia K. Aa*-';:;.:^ 6n\U '»*>upt 
di NapoH, 2* scric. III. 2; IV, 7). 
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2 (n — 1)9 qui contient les tangentes men^ de a en un groupe. 
Un autre se trouvera de la mani^e suivante : On cherche 2 (« — i) 
points de la courbe tels que les courbes C,_, (fl)*^ passant par eux 
et par les points oppos^ sur la courbe ont en a les m£mes n — 2 
tangentes pour satisfaire au Lemme qui suit. 

Lemme. — Les deux courbes fondamentales de a dans une 
transformation h, 00' droites invariantives ont en a les m£mes tan- 
gentesy qui sont identiques aux tangentes du lieu des points doubles, 

Cela fait n — 2 conditions pour les in — 2 droites du second 
groupe et on pent done prendre n droites arbitrairement, qui doiveut 
porter le mdme D = oo. L'involution ainsi d6termin6e est employee de 
la maniire suivante. On prend la valeur D =z i pour le groupe des 
2(n — i) tangentes, D = 00 pour le groupe des 2(11 — i) droites 

r&cemment trouv6es. Comme on pent consid^rer D + -jr- comme 

param&tre, la distribution des D et d&s lors la transformation est 
achev^e. 

Surtout les n — i points d'intersection des deux courbes fon- 
damentales donnent, li&s k a, n — i droites qui forment, deux fois 
compt6es^ le groupe pour D = — i . 

Ainsi par la d^couverte du syst&me fondamental sur C^(ay^ 
la transformation est parfaitement d£termin6e (Foir pli|s loin n° 4). 

3. THfeoRfeME VII. — Les tangentes par a h C^ toucbent C^ en 
2(n — i) points et les courbes C^,(fl)*"*, qui passent par ces painiSj 
ont toutes en a les mimes tangentes que C,. 

Dim. Si Ton fait passer par a 2(n — i) droites, qui coupent 
la courbe en 2 (2 n — 2) points tels que par eux passent deux courbes 
C,(tf)*"*, C^{ay~^ qui ont en a les mftmes tangentes, on pourra 
former un faisceau de C,(»«,) > qui contient le faisceau de 2 (it — i) 
droites et la composition des deux courbes C^, + ^^i- Done 
toutes les courbes du faisceau passent par les 2 (2 n — 2) points sur 
C^ et ont en a les in — 4 tangentes en commun jusqu'i s'y osculen 
Les autres n — 2 points d'intersection des courbes de ce faisceau 
sont dependants et une courbe du faisceau doit se partager en la 
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C, donn^e et en un faisceau de n — 2 droites par a, Ces droites 
doivent 6tre des tangentes communes h toutes les courbes du faisceau 
et aussi tangentes h, la courbe C. » parce que dans le faisceau existe 
nue courbe, qui poss&de une multiplicity sup^rieure, de deux unites, 
k la multiplicity de la courbe g^n^rale du faisceau. Done si les deux 
courbes C^, existent, il faut qu'elles soient toutes les deux tan- 
gentes en a aux branches de la courbe Q. (*) 

4. Cela donne enfin la construction n6cessaire pour la preuve 
complete du thiorime VI. On pent prendre n points arbitraires sur 
C. , faire passer par euK une courbe C^, (^)*"* > tangente i toutes 
les brandies de C. en a , qui est diterminie par consequent. Elle 
coupe C, en » — 2 autres points. En projetant les 2(n — i) points, 
qui sont diffferents de a, sur la courbe C^y on obtient 2(n — i) 
points, par lesquels passe une courbe C^, (a)*^, qui a les mfimes 
tangentes en a que la premiire Q_, , savoir les tangentes de C,. 

Ces deux courbes seront les courbes fondamentales d'une trans- 
formation de Jonqui&res. La distribution des rapports D aux grou- 
pes de rinvolution / est done accomplie en consequence. 

5. Par la composition de deux transformations du degr^ n I'une 
apris r autre on obtient des transformations de Jonquiires d'un 
ordre sup6rieur et riciproquement. 

Th6or£m£ VIII. — Toutes les transformations hirationnelles non 
inuolutives, qui possedent la courbe C„ (^)*"* donnle pour lieu de points 
doubles, peuvent Itre obtenues par la composition de plusieurs transform 
mations de Jonquihres du n**"* degri. 

Dim. En eflfet , on prend pour une telle transformation n des 
points fondamentaux simples pour la construction du n° 4 et on 
compose la transformation obtenue du «*'"** degr6 avec la transfor- 
mation du degre supirieur. On aura le degri m.n — (m — i)(n — i) 



(*) Le th^or&me du texte complete un thdordme di^ k Caporali sur les 
tangentes des courbes meases d'un point multiple (Rend. Ace. Napoli, giugno 1881). 
Ccia fait privoir, qu'aussi Ic th^orfetne gdniral, qu'il donne I. c, ne sera pas 
complet, et que d*autres conditions encore existent pour les points de contact. 
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— n z=im — I , done diminution du degr6 d'une unit6. En contU 
nuant ainsi on arrivera k une transformation du «**"« dcgri. Par n 
dc ses points fondamentaux simples les autres sont d&termin^ et 
nulle diminution ultirieure n'cxiste. 

6. Pour une telle transformation le lieu des points doubles con- 
siste effectivement en la C, donn^e et en m — n droites remplies 
de points doubles. 

L'orsqu'on obtient la transformation comme composition de 
T^y T^y ces droites sont celles qui ont dans les deux transformar- 
tions le mfime rapport double D. En eflfet, les deux involutions /j, 
sont en relation projective par l'6galit6 dc D et possident 4(11 — i) 
coincidences. Parmi elles sont les 2(11 — i) tangentes de C, pam, 
pour Z) = I , et n — 2 sont les tangentes en a, pour D = — i. 
Les autres n — i consistent en les S droites fondamentales coinci- 
dentes de T^ , T^, pour D = o,oo etenii — i — X autres pour 
D arbitraires. Or la transformation T^. T^, a le degr6 

n.n — (« — i)* — S = 2ii — I — S 

et done en dehors de Q une courbe n — i — X, conmie il faut. 
Done : 

THftoRfeME IX. — // exisU une infinitl illimiUe de transfortwH 
tions de Jonquilres, qui ont C^df^* comme lieu de points doubles. 

THfeoR^ME X. — Les involutions P^ produites a la suite de la 
distribution des D forment pour les oo" T, un systhme liniaire d'in- 
volutions, qui ont en commun un (2 « — lytuple. 

Dim. Comme nous n'avons pas distingue les rapports doubles 
riciproques, la donnie de n droites d'un groupe determine, pour 
ehaque D, n points dc chaque courbe fondamentale et ensuite la 
transformation et sa reciproque, ainsi que I'involution 7^ et h cause 
de la tin du n** 7 il n*y a pas oo**"', mais seulement 00" involutions 
de droites. 

THfeoRiME XI. — Les groupes h une mlnu valeur de D -^ -j^ , 

pris dans toutes ces involutions forment cux-mdmes une involution dc la 
dimension n. 
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Dim. Car en prenant n droites comme des porteurs de D + -yr 
on a ditennination suffisante de la transformation et done aussi de 
rinvolution et partant du groupe i 7), -yc- . 

7. ThAor^b XII. — La transformation T^ est diterminie a une 
seule variabilitl par n — i droites, qui sont associies dans It groupe 

^ Jd» qui a D=— I. 

Dim. En eflFet, par ces » — i droites on a les n — i points 
harmoniquement conjugu^s k a par rapport aux n couples de points 
dMnterscction des droites avec Q et par ces n — i points passe un 
faisceau de C,_, (fl)*"*, qui sont tangentes en a aux branches de 
C,. Ces courbes se groupent en des couples de courbes fondamentales 
d'une transformation de Jonqui6res. Les courbes unies de cette 
involution sont la C^,(fl)""* par les 2(1* — i) points de contact 
sur C, , dent a est le tangentiel, et d'autre part la courbe d^com- 
pos6e en les « — i droites choisies. Cela foumit un 00* systime 
d'involutions Z^) , qui ont en commun deux groupes entiers, dont Tun 
consiste en n — i droites deux fois compt6es et qui se distinguent 
seulement par la distsibution de D. 

8. Lc lemme du n° 2 fait usage implicitemcnt du thtorime, 
que les points de 2, infiniment voisins i fl, qui sont suivis par les 
branches de la courbe fondamentale, correspondent aux points de la 
courbe fondamentale de 2', infiniment voisins i a'. Ce th6or4me (*) 
conduit d une nouvelle conclusion, que je tiens k reproduire. 

Poiu: une transformation du w'*™« degri on pent prendre une 
courbe C^(ay^* a^ . . . ^a(»_,) qui a ses (n — 1) m — (n — 2) 
X(w — 2) — 2 (n — i) points d'intersection avec la courbe fonda- 
mentale en les n — 2 points infiniment voisins k a. Une telle courbe 

(•) Plus g^n^raleraent : Si dans une transformation ponctuelle entre R^ , R'^ 

une vari^t^ fondamentale F de R, passe par un point fondamental F, la vari6t6 
fondamentale 4>' de F passe par le point fondamental P' de F de sorte, que les 
points voisins de F sur F correspondent aux points voisins de P' sur O^ 



^2 S. KAKTOR. 

est changee en une courbe de m£me nature et n points aligns sont 
port^s en n points, qui avec les dits points pr^ de a forment Tin- 
tersection de C^(ay^^ avec les courbes homaloidales C,(tf)*"* ct sont 
align^Sy par consequent. Mais si m}>if la transformation elle-m£me 
deviendrait une collijieation. Done : 

THfeoRiME XIII. — // existe une infinitl de courbes C^ a m j^n 
qui sont changies par une transformation de Jonquieres tellement, 
que ce changetnent entre leurs points est simultaniment contenu dans 
une colliniation plane, mais ces collineations ne sont pas les mimes 
pour toutes ces courbes. 

Corollaire, II n' existe aucune courbe C^(fl)'*"% m^n, qui au- 
rait la propri6t6, que tons les points d'intersection avec la courbe 
fondaraentale tombent en a, a^y , . . a^^^^y 

Parmi les ripititions de tf,(aj, en ... a^) [i=i, 2, ... 2(» — i)] (*) 
existe toujours une^ qui a tons ces points conime fondamentaux et 
est 6quivalente h la transformation origlnaire. Une telle transfonna- 
tion posside toujours une courbe C^{df^* de la propri6t6 demand^e 
pour XIII ; done : 

THEORiME XIV. — On obtient toutes les classes de transformations 
piriodiqucs de Jonquieres a (ab), en distribuant sur une courbe 
C^^ay^, qui est reproduite par une colliniation plane, les cycles en- 
cbainis des droites a (a\ en . . . a,,) tellement, que les cycles peuvent ttre 
ensemble un groupe D = o, oo d'une involution Jj^, qui appartient h 
la C,{ay 
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9. Pour avoir la totalite des transformations birationnelles planes, 
qui reproduisent la courbe C^(ay^^ y on doit encore itablir toutes 
les transformations, qui contienncnt I'involution organique sur la 
courbe Q. Ces transformations sont en infinitie illimit6e. On prend 
une courbe quelconque C„(fl)"^' et construit sur chaque droite par 
a Ic point harmoniquement conjugui par rapport aux deux points 
d 'intersection de la droite avec C^(ay^^. Ceite courbe est nouyelle- 
ment une C^/Cfl)"'"' et les deux courbes sont directrices pour une tran- 
sformation involutive du plan, qui contient la courbe C, («)""* donn6e 



(•) Cfr. p. e. mon Miraoire: Journal f. d. Mjithem., Bd. CXIV, p. 50. 
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oomme invariantive, m' = mn — (m — i) (n — i) = m + n — i. 
(r«r n^ 10). 

ThAorAme XV. — La transformation ainsi conslruite sera une 
transformation de Jonquihres du degri m + m', qui a dans chaque 
point d* intersection de C^ , C^ deux points fondamentaux simples in- 
finiment voisins dans la direction de la polaire de a par rapport h 

Th£or£mb XVI. — La transformation du moindre degri est celle, 
au a ei C^ (fiT^ p^r les 2 (n — i) points de contact part ant de a 
sent U lieu des points doubles. 

TO. Mais on peut aussi construire des transformations involu- 
tives avcc courbe lieu non dicomposie ayant la Q(a)*~* comme 
lieu de couples involutives. U faut itablir le 

THioR^MB XVII . — Chaque courbe C^Qif*^^ invariantive dans 
la transformation involutive avec C. (^)*~* comme lieu de points doubles 
ptut servir de lieu de points doubles d'une transformation involutive, 
dans laqnelli la C^(ay^ est invariantive, et riciproqutment toutes les 
transformations sont produites de cette fa(vn. 

Pour construire une courbe de cette espice, on pent proc6dcr ainsi. 

On prcn J deux courbes C^ , C^, conjointes comme ci-haut et 
sur chaque droite par a on determine la couple jacobienne des deux 
couples sur C^(af^ et sur C^ -f C^,. 

Quant au moindre degri d'une transformation involutive k courbe 
directrice non dicomposie, c'est une question qui touche aux questions 
de PAlgibrc formale et semble ouvrir la perspective d'une nouvelle 
voie de recherches. II pent exister des courbes Q(fl)*"* qui admet- 
tcnt une conique comme invariantive ou qui de leur tour sont in- 
variantives dans une inversion ordinaire et des courbes Q(tf)*"*qui 
n'admettent pas de conique, mais une C^(ay invariantive et r6- 
ciproquement, et ainsi de suite. 

On devra classifier les courbes C^{ay~^ d'apris ce minimum. 

THftoRiuE XVIII. — Une courbe C,(tf)'^' tout arbitraire n' admet 
pas de courbe directrice non dicomposie d'un ordre moindre que n, 

II. La mithode des deux courbes C^ + Q*'* bien qu'elle soit 
Rfind, Circ. MaUm.f U IX, parte i*. — Stampato il 5 dicembre 1894 iQ 
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mm • « ' ^ 

t:,:c. -n rrr^i-ir ii- = i mT^ir^xfcc li pljs generale du th. VII 
::ri ::. -rr-t Z^'z^^' tfi -i mrsfirz:^ C^. pyzr iirecrricc d'unc 
trita£;r=.ir:c iji— :r:- irrazrilcc /- . socr li mime que la traa- 

zri^z riTx-i; :r ::- ^r^nr;* --• rrsssxczxatioa symecriqiic bi- 
v>r:;* d- rlir.. 



12. J'x: »>* * h>zi>cr s s-perfzrs !es transfbrmatioos de 

!• ro'r:: fl. L^s r'-s r^.-'i**; >rr.t"^ su'vi-iti? : On toiblit entreles 
drf>:^ i* fl u-.- iiTz'.-zr-zzi /, ^. nifrtir: c::e rclaron onivoque entrc 
!« ^ro:2p^5 tr !* 'i:^>3-t io-ir'f D i'zae homographie, qu'oo in- 
stituc sur zhizzt drorre. f^ 

S*u!cm-at !-5 hoaD'as*'*; s-jr^rieurs penodiqaes possident des 
coorbes inTariantives. 

I?. Lorsqne C, («)*"* porte ms rorrcspondance ct qu'on oonnah 
unc transform iron qu* la cont'enr^e, on en diiait toutes les autres 
en coni?o5ant cettc transformirlon avec rin^^.niti des transformations 
du theorime VII. G)mme une en ex-ste rouiours (voir n*» 14 ct 15): 

TfiioREME XIX. — // exiffe une ininitl ilHmitle dt transforma" 
tions de J onq uteres, qui cantiennent toutes une mime comspandance 
dmnle sur une C,(tf)*^. 

14. La correspondance 6tant cyclique et Ic problteie limit6 aux 

transformations typiques, qui la contiennent comme des h6micycles, 

il est clair, que le nombre des points fondamentaux ne peut pas sur- 

passer m ou m — i ou w — 2. Voir mon Mimoire couroimi, IV, 

5 7, o& jc dimontrc, que pour TinJice i + i et le degrfe m Tordre 

Af 4- A 
de la courbe des hemicydes Af=:(A-T- i)w — *> d'ou m= , , — • 

«^ + I 

TiifeoRfeME XX. — Le moindre degrl d'une transformation typique de 



(*) M6me generalisation s*introduit d3j4 dans la tb^orie des homologies 
llndaires. 
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Jonquieres, qui con t tent une courbe C^(fl)*'^ tt ou Us 2(M — i) 
tangentes sont divisits en des cycles de Vindice A -}- i est 

Af + 4 Af+A+i Af+* + 2 
m= , ,' ^ ofi — 1^- ou r—. . 

A+I A+I *+I 

Mais ce minimum n'existe pas toujours eflfectivement. Je Tap- 
pelle transformation extraordinaire. 

THioRfeME XXI. — Lorsque sur une courbe C^(ay^^ exist e une 
corrcspondance univoque et qu'il arrive une seule fois, que M points 
alignls soUt changis en M points d'une conique par a, cela arrive pour 
toutes les droiies du plan et toutcs les eoniques pas sent par les mimes 
deux points de la courbe. 

Ce theor&me sert i pr^ciser les transformations quadratiques et 
il est une consequence du thiorime d'Abel, de mfime que le sui- 
vant: 

Th]&or^e XXII. — Lorsque sur une courbe Cj^ifiy^^ exist e une 
corrcspondance univoque et qu'il arrive une seule fois, que M points 
alignis sont changis en M points d'une courbe C^ (^y*""'* t:ela arrive 
pour toutes les droites du plan et toutes ces courbes se coupent en les 
mimes mM— (m — i)Af — 2—M= 2{m — i) points sur CJ^ay^^. 

Th^or^me XXIII. — Les courbes tellement affect ies admettent immi- 
diatement une transformation du degrl m, qui contient la correspond 
dame sur la courbe Cf^ift)^"^* 

II suffit d'6tablir la coordination entre les droites et les courbes 
C^ du thtorime pr6c6dent, 

ThAgrAme XXIV. — Les transformations extraordinaires avec une 
Cv(fly^* invariantive sont en giniral piriodiques. 

Car m 6tant <; M il est n^cessaire, que chaque droite retourne 
i soi-m4me apr^ A + i applications, Et il s'ensuit, que les 2(m — i) 
points simples tombent de force sur les points de contact des tan- 
gentes par a, et que certains parmi ceux-ci se distinguent des autres. 
Du th. XIX se derive : 

THioRiME XXV. — Parmi les transformations planes, qui con- 
tiennent une corrcspondance sur C\f(a)^^^ en existe toujours des pirio* 
diques. 

II sera uule de noter ce Corollaire : Lorsqu'une r6p6tition d'une 
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correspondance et la correspondance elle-in£me font parde de deis 
transformations extraordinaires, il fiaut que I'une de cclles-ci sot 
une r6p6tition de I'autre. Et encore : 

TH^ORiiME XXVI. — Pour la mime comspondance pemmt exister 
simuUanlnunt deux transformations des ordres m, m' seulement en 
tant que 

mm' — {m— i){m' — i) = m + m' — i > Af. 

Sur les transformations non extraordin aires decide le tbtorime 
suivant. 

THtoRfeME XXVII. — Quand on fait passer par un groupe de (gy^ 
une C^{ay^\ elk coupera C^(ay^^ en 2 w — 2 points et U risen 
de C^ (fl)"*"' par ces points est capable de guider une transformation 
plane, qui a Cj^(a)^^^ pour invariantive. 

lei (glfY est la sirie transformie, par la correspondance, de ^. (^ 

Th^orj^me XXVIII. — Lorsque dans la sirie risiduelle de (^ 
existe un groupe, qui a X points communs avec un groupe f ,•-» ^^ '^ 
sirie risiduelle de ^^, la courbe admettra une transformation extraof^ 
dinaire du degri m + M — i — ^ et riciproquement. 

Ce th^orime sert k iclaircir la nature de la disdnction de pla 
sieurs points-contact par a pour les transformadons extraordinaires, 

Par le n"* 6 on peut conclure, qu'il y a des transformadons di 
Jonquiires apiriodiques, dont la ligne des cycles, et des pirio 
diques, dont la ligne des himicycles se decompose en plusieui 
droitcs par a et en une coyrbe C,(fl)*^. 

THioRiME XXIX. — En composant une transformation de ceti 
nature avec celle de VII on obtient toutes les transformations, qui pas 
sident sur C^(ay^* une correspondance contenant I' involution inbirenti 

Scholie. De cette fagon il peut arriver, que la ligne des htm 
cycles £tant de I'ordre ordinaire, une courbe invariantive existe, qi 
est d'un ordre extraordinairement bas, p. e. on peut construirc cbaqu 
type avec une conique anallagmatique ou, comme je le montrais 1. c. 
avec une C, anallagmatique. 

(•) Ou autrement : L'ordre de la transformation, qui transforme C. a*" 
en soi-ni^me, depend de Tordre de la courbe f^ (a)*""' la plus basse, qui pasj 
sur Ca par les n — 2 points correspondants aux n — 2 points voisins de a sur Q 
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15. Une autre maniire, pour construire les transformations bi- 
rationnelles, qui contiennent une correspondance univoque donn^e 
entre les points d'une courbe Q(fl)""', est la suivante. On prend 
une courbe C^(tf)'*~' arbitraire qu'on suppose fitre aussi invariantivc 
par la transformation cherch6e. L'homographie p6riodique entre les 
droites par (ab) est d&terminie par la correspondance entre les points 
de C^(ay*. Ensuite on a sur chaque paire de droites correspondantes 
trois paires de points correspondants, pour construire une homographie 
binaire, k savoir: les points d'intersection des quatre droites avec 
C,(fl)*"* et leurs points d'intersection avec C^iflY*^^- L' ensemble de 
routes ces horaographies binaires determine une transformation, qui 
est p6riodique pour tout le plan. Car apris A + i ou 2(A + i) 
applications on arrive sur toutes les droites par (ah) 4 des homo- 
graphies avec trois points doubles, qui sont done des identites. Ces 
transformations pdriodiques sonttris particuliires parce qu'en g6niral 
n'existe pas de courbe C^Cfl)""' invariantive. 

16. Pour avoir des transformations ap^riodiques, on peut prendre 
simplement deux courbes CJay^ et C„(fl)'"'"' comme correspon- 
dantes et determiner au moyen de la correspondance entre les points 
de C^iaY'* et de celle entre C^ et C^, sur toute paire de droites, qui se 
correspondent par Thomographie proposie, une homographie binaire 
de points. La transformation, qui est 1' ensemble de toutes ces homo- 
graphies, est une transformation T de J o n q u i i r e s, qui contient 
la correspondance r sur C^(fl)*"'. 

Ici toutefois on doit distinguer les deux cas, si F contienne 
rinvolution inhirente ou non, comme puissance. Au premier cas 
on aura apris T^^ sur chaque droite de (ab) une couple involutive 
et 7**' est une involution du plan et T est piriodique avec Tin- 
dice 2 (A 4- i). 

THioRfeME XXX. — Si r contient comme une puissance I' involution 
inbirente, toutes les transformations de Jonquieres, qui contiennent 
V, sont piriodiques. Ces transformations peuvent itre construites dans 
toute la glniralitl moyennant une courbe C^{ay^ et le cercle et le right. 

17. Si la correspondance F ne contient pas Tinvolution inh6- 
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rente, la transformation construite comme pr^c^demment est zptno- 
dique en g^n^ral. Toutef'ois on peut en construire aussi des p^rio- 
diques, qui sont un peu plus gin^rales que celles du n^ 15. A cet 
effet s'oflFre une courbe C^C^)"*"*, qui est invariantive dans une tran- 
sformation involutive de Jonquiires et qui a les tangentes par 
a r^unies en des cycles de la m£me homographie que Q. On la 
construit en prcnant sur C. ses points de contact sortis de a et en 
la faisant passer par les points de contact de C. et parmi les courbes 
du syst^me invariantif ainsi limits celles, qui sont invariantives dans 
Tin volution de Jonquiires avec C^(a)'*^^ comme lieu de points 
doubles. 

Cela fait, on construit les homographies sur les paires de droites 
correspondantes comme au n^ 16 au moyen des points de C, et de 
ceux de C. , ce qui est possible, parce que chaquc honoographie change 
les 4 points harmoniques en les 4 harmoniques sur la droite subsi- 
quente. 

THioRfeRE XXXI. — La transformation ainsi construite sera pi- 
riodique et d'un caractlre tout ginlral. Si la correspondance dans C^ 
est choisie de I'espice 7, la transformation est iquivalente a une colli- 
nlation, si de I'espice 8, la transformation a Q pour lieu des hSmicycles. 



Paris, le 13 tnai 1894. 



S. Kaktor. 
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SUI POSTULATI FONDAMENTAU 

DELLA 

GEOMETRIA PROJETTIVA. 
Corrispondenxa. 



Advoinu dtll'ii noTembre 1S94. 



I. 

(Lcttera del Dr. Q. Fano al Dr. F. Enriques). 

La sua pregevolissima Nota « Sui fondamtnti della Geomttria 
Prajettiva » (Rend. 1st. Lomb., s. II, vol. XX^^I) mi suggerisce 
alcune osservazioni, nnclie in relazione al mio lavoro sullo stesso 
argomento escito due anni or sono (Giom. di Battaglini, vol. XXX). 

Dopo quei primi postulati suUe forme fondamcntali di prima e 
seconda specie, postulati che si riducono in sostanza a tre distinti 
e necessari (*), e che bastano a stabilire, com'EUa osserva, i teo- 
remi suUe configuraT^ioni, due vie mi si erano prcsentate per proce- 
dere innanzi, e costruire una Geomctria che fosse applicabile alio 



(•) Vale a dire: Due punti determinano una retta che H contiene; ogni piano 
contiene tutta la retta detertninata da due suoi punti qualunque; due rette in un piano 
hanno sempre m punto a comune. 
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spazio quale i sensi ce lo presentano. La prima delle due (cfr. n' 4-13), 
essendo complctamente nuova, fu da me pii!i ampiamente sviluppata^ 
mcntrc invecc assai meno mi sono fermato sulla seconda (n** 14), 
che gii prima era stata scguita dal sig. Amodeo (Atti R. Acca- 
demia di Torino, vol. XXVI) — per quanto nella pregevole Nota di 
lul qualche punio restasse ancora da completare — .A questa seconda 
via Lei pure si 6 attenuto (*). Infatti i suoi post. V e VI (tolte le 
due ultime condizioni del V) corrispondono press'a poco ai miei Vfl 
eVIfl del n** 14. Ci6 che io ho chiamato (?rJiiie non i precisamente 
ci6 che Le] ora indica con questo stesso nome, ma qualcosa che 
si avvicinerebbe piuttosto alle Sue disposi:(toni circolari, o meglio 
al Suo senso di disposiiione circolare, e perci6 appunto nel carattert 
projtttivo degli ordini naturali potevano essere per mc ed erano in- 
fatti ritenute implicite quelle pennuta^ioni circolari, sulle quali Lei 
fc stato cosl dettagliatamentc preciso (**). 

A Lei i pero riescito pifl avanti di sopprimere il mio postu- 
lato Ylla : < Esiste un gruppo armonico formato da quattro elementi 
distinti ». E la ragione di questo mi sembra stare neiraver Lei 
ammesso fin da principio col post. IV (c anche implicitamente, come 
Lei pure osserva, nellc due ultime condizioni del post. V) che i 
punti della rttta siano in numero infinito. In ogni modo per6 vedo 
ora con piaccre risolta la questione, che era per me allora rimasta 
insoluta (1. c. pag. 22), se cio6, aggiungendo alle condizioni pre- 
cedenti questa degli infiniti punti sulla retta, si potesse sopprimere 
quel mio ultimo postulato. E vedo dunque che (in questo case) si 
pu6 efFcttivamente sopprimcrlo. 

Ma v'ha di piu. Non i nemmeno necessario di ammettereche 
i punti dclla rctta siano in numero infinito; basta ammettere che 

(*) £ infatti la pi£i semplice e la pid naturale, per quanto la prima, quella 
d^llc serie armoniehe rientranti, possa forse riescire pid interessante. Ma di qoeste 
strie armoniehe now si potrebbe certo parlare p. es. in un corso eletnentarel 

(••) Uordlne era per mc una specie di aneJh o catena rtentranU, secondo la 
quale immaginavo disposti i punti di una retta, senza tuttavia accennare ad an 
paricolarc f)rimo elemento. E il restare inalterato di un ordine cos\ concepito, 
senia, ben inteso, che ogni punto rimanga fisso, conduce di necessity alle per- 
mutazioni circolari. 
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siano in numero superiore a tre. Lei vedrJi infatti senza difficoltJi 
che sopra una retta contenente un numero di punti finite ma non 
inferiore a quattro il Suo post. VI non potrebbe in alcun modo sus- 
sistere. Come mai si potrebbero allora portare due o, peggio ancora, 
tre punti dati in altri assegnati ad arbitrio, e ci6 con una semplice 
ptrmutas^iom circolarCy pii, forse, un'inversione ? (*)— Nel solo caso 
di tre punti, le permutazioni cicliche colle loro inverse — sei in 
tutto — soddisfanno precisamente alle condizioni richieste da quel 
postulate. 

Ammesso pertanto il Suo post. VI, e, per di pii, Tesistenza di 
almeno quattro punti sulla retta, rimane come solo caso possibile 
quello degli infiniti punti, e si pu6 applicare di nuovo tutto il Suo 
ragionamento. Certo che, volendo togliere ah initio I'ipotesi degli 
infiniti punti sulla retta, bisogna anche togliere le condizioni 4* e 5* 
del Suo post. V, nelle quali detta ipotesi h implicitamente conte- 
nuta. Ma di queste due condizioni (**) si fa uso in un solo punto 
del Suo lavoro, nel quale anche (come Lei stesso ebbe a intravedere) 
un'osservazione sempHcissima basta per fame a meno (***). 

(*) Le Sue permutaxioni circolari si riducono in questo caso a quelle sresse 
permutazioni di un numero finito di elemeiiti — qui punti — che di solito si indi- 
cano con questo nome. Le mie conligurazioni — e prima fra queste il piano di 13 
pnnii^ di cui al n® 8 — dinno facili esempi di projettiviti che non conserverebbero 
gli ordini naturaH secondo la data definizione. 

(••) E pid specialmente della 4*; la s* ^ quasi un complemento della 4*, 
ma complemento necessario per poter poi concludere che quest'ultima rimane 
verificata pertutti i diversi ordini derivati (con permutazioni circolari e inversioni). 

(•••) Allude alia dimostrassione del teorema, che due coppie armoniche de- 
vono sempre separarsi, e tanto nieno quindi Tuna di esse pu6 esser costituita da 
e^ementi coincidenti, a meno che qucsti non coincidano tutti due in uno dei limiti 
comuni. — Basta infatti dimostrare che questa propriety sussiste per un gruppo 
armonico, perchfc da quest'unico caso essa seguiri per ogni altro. E appunto per 
questo 6 anche permesso di scegliere i punti Ay 2?, C (cfr. p. 11 della Sua Nota) 
in modo particolare; e conviene precisamente scegliere ^ e J5 in modo che siano 
separati da C e da un quarto punto de'la retta m, supposto esistente. Questo 
quano punto si proietteri aMora da P sulla retta a in un punto che potremo 
assumere come H. E aaertata cos\ I'esistenza di questo punto H che con F se- 
para la coppia AE^ si pu6 ripetere parola per parola tutto il Suo ragionamento, 
basato esclusivamente sopra successive proiezioni. 

Rend. Cire. MtUetn., t. IX, parte i\ — Stampato il 12 gennajo 1895. 1; 
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Mentre dunque il Suo lavoro completa eflPettivamente il mio (in 
certi punti)> non sar^ forse male Tosservare ancora che i postulad 
in esso veramente necessari si possono ridurre ai primi tre^ alle 
prime tre condizioni del V, e al VI; pii!i la condizione che la retta 
concenga almeno quattro punti. — D'altra parte anche i primi tre 
postulati del mio lavoro coincidono completamente con quelli del 
Suo; il IV dice che su ogni rctta stanno pi6 di due punti; il Va 
c il Via corrispondono ai Suoi V c VI (nei quali luttavia gli stessi 
concetti sono forse meglio precisati), e infine il Vila dice che « JSji- 
sU un gruppo armonico formato da quattro eUmenti distinti ». Que- 
st' ultimo postulato porta con s^ , naturalmente , 1' esistenza di un 
quarto punto suUa retta, ma dice anche di pii!i; questo di piu & ora 
provato cssere gii una conseguenza delle cose prcced end... . (*)(**) 

Colognola ai Colli (Verona), settembre 1894. 

G. Fa MO. 



II. 

(Lettera del Dr. F. Enriquod al Dr. Q. Fano). 

Leggo con piacere nella sua lettera le acute osservazioni sug- 
geritele dalla mia Nota « Sui fondamtnti della Gtometria Projettiva ». 
In quella Nota io (ispirandomi al concetto intuitivo sperimentale 
dcllo spazio) hofondatola Geometria projettiva sopra 6 postulati (***) 



(*) E il piano di 7 punti, al quale a p. 21 del mio lav. cit. io ero 
ricorso come esempio per mostrarc la neces>it4 del post. Vila, ^ anche il solo case 
logic jmente possibiU di un gruppo armonico A B C C (dove Ay B, C sono distinti). 

(**} Hon ho bisogno di aggiuagere che i postulati di cui qui ho discorso con- 
ducono soltaato a uaa Giometria projeitiva linearis e a uno spazio (di punti razio- 
nali) che ancora non corrisponde del tutto a ci6 che i sensi ci dicono (o a 
quello che noi crediamo ci dicano). L'ultimo passo che rimane da fare h quello 
appunto della continuity (SS 9 ^ ^^S* ^^' ^^^ lav.). 

(***) I postulati ivi menzionati sono 7, ma il IV che afferma Tesisteoxa di 
iniiniti punti su una retta 6 incluso nel V (come ivi pure 6 osservato) ed am* 
messo provvisoriamente innanzi per semplicit4. 
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(composti)y il 6^ dei quali (riguardante la continuity) non compa- 
risce in quella che Ella chiama la Geometria dei punti razionali. 

Ora Ella opportunamente osserva che Tesistenza di infiniti punti 
suUa retta segue dal mio post. VI (concernente I'esistenza sulla retta 
d'una disposizione circolare naturale avente carattere proiettivo) 
ammessa Vtsisten:^a di almeno 4 punti sopra una retta, e quindi in- 
trodotta questa ipotesi si possono sopprimere le due ultime condi* 
zioni del mio post. V (*) (le quali invero contengono anche qual- 
cosa di pii) e stabilire ugualmente die il quarto annonico D dopo 
tre punti A, B, C (sopra una retta) h distinto da essi ed insieme a 
C separa A, B (**). 

Q6 basta, secondo Lei, a svolgere tutta la Geometria proiet- 
tiva dei punti razionali, e sta bene : ma nel seguito (cioi nella Geo- 
metria proiettiva dove si considera la retta continua) quelle due con- 
dizioni (fondamento del concetto di segmento) debbono essere invo- 
cate. Ora (ed h su questo che mi permetto di richiamare la sua 
attenzione perch^ in un certo senso completa la sua osservazione), 
dopo avere dimostrato quel teorema sulla separazione delle coppie 
armoniche si pu6 anche dimostrare che per gli ordini naturali dei 
punti d'una retta vengono soddisfatte le due ultime condizioni del 
mio post. V. 

Invero si consider! sopra una retta un ordine naturale (ABC); 
Tesistenza d'un punto intcrmedio a By C nel detto ordine, vien data 
dal fatto che il coniugato annonico di A rispetto a J5, C, insieme 
ad A separa 5, C. Parimenie si deduce che non pu6 esservi un 
punto (ad es. C) ultimo nel detto ordine; basta considerare il quarto 
armonico dopo ABC che segue C in (^ 5 C). 

Con questo siamo d'accordo nel ritenerc stabilito che tutta la 
Geometria projettiva pu6 fondarsi sui primi 3 postulati della mia 
Nota, sulla ipotesi che sopra una retta vi sieno pin di 3 punti, c sui 



(*) Q.ue$te condizioni enunciate per gli ordini naturali d*una retta dicono: 
In un ordine naturale sopra una (certa) retta, tra due punti ve n*^sempre uno 
(e quiodi infiniti) intermedio. 

Questo ordine naturale non possiede un ultimo elemento. 

(**) Con una lieve nuxlificazione del ragionamento a pag. 1 1 delia mia Nouu 
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post. Vy VI, VII, della detta Nota, omesse le due ultime condizioni 
del V le quali in base alia delta ipotesi ed al post. VI possono di- 
tnostrarsi. 

Questa t certo, dal punto di visu sdendfico, una semplifica- 
zione, la quale per altro non sarebbe forse opportuna ove (come nella 
mia Nota) si volesse tener conto anche delle esigenze didattiche, e 
seguire la via iadicata dairintuizione sperimentale... . 

Castiglione dei Pepoli (Bologna), settembre 1894. 

F. EMRiaUBS. 

III. 

(Lettera del Dr. G. Fano al Dr. F. Enriques). 

A complemento della mia lettera dello scorso Settembre potrei 
aggiungere un'altra osservazione, che al memento non mi si era 
presentata, e che era si collega anzi con quanto i detto nella Sua 
Risposta. 

Se fra due punti A q B di una retta a non esistesse che un 
numero finito » ( ^ 0) di punti intermedi (riferita quest'espressione 
a uno dei due sensi di disposizione naturale)y i chiaro che una 
projettivitJt qualsiasi su a, nella quale ad ^ e J5 corrispondessero due 
punti A' e B' con un numero qualunque diverso da n di punti in- 
termedi (neiruno e nell'altro senso di disposizione naturale), sarebbe 
in contraddizione col post. VI della Sua Nota. E siccome una projet- 
tiviti cosi fatta si pu6 sempre costruire (se la retta contiene pift di 
tre punti) cosi possiamo anche concludere subito che (in questa 
stessa ipotesi) non solo Vintiera retta deve contenere infiniti punti, ma 
infiniti devono pure esservene in ogni segmento (definito il segmento 
nella disposizione circolare naturale, che ha carattere projettivo). 

Anche le condizioni 4* e 5* del Suo post. V, in quanto si rife- 
riscono a git or dint naturali car after i:^7^ati dal post, VI, seguono dunque 
immediatamente da questo stesso post, (ammessa Tesistenza di almeno 
quattro punti suUa retta); e siccome i in questo caso soltanto ch^ 
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la prima di esse occorre pifi avanti, per dimostrare la separazione 
delle coppie armoniche, mi sembra cosi rimediato anche airinconve- 
niente didattico, che giustamente Ella aveva scorto nella semplifica- 
zione propostale... . 

Colognola ai Colli (Verona), 3 ottobre 1894. 

G. Fano. 
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CONCERNING TRIPLE SYSTEMS; 

by E. Hastings Moore, of Chicago. 



Adoiuau dell*! I novembre 1894. 



^ Mr. N e 1 1 o in his article t Zur Tbeorie der Triptlsysttme » 
(Mathematbche Annalen, v. 42, pp. 143-1529 1893) raised the 
questions as to the existence and the number of distinct classes of 
triple systems in n elements, where n has (necessarily) the form 
« = 6»i + i or 6m + 3. 

I took up the questions in an article c Concerning Triple 
Systems » (Mathematische Annalen, v. 43, pp. 271-285, 1893), and 
was able to construct for every «> 13 of the proper form (at least) 
two distinct triple systems. 

Mr. Jan de Vries in his paper t Zur Tbeorie der Tripel^ 
systeme » (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, v. 8, 
pp. 222-226, 1894) exhibits a triple system in nz=:i3 elements 
distinct from the one given by Mr. Netto. 

Thus we see that for «=3, 7, 9 resputively there is but one 
class of triple systems in n elements, and for every n ^ 1 3 of the 
form Gm-^- I or 6 m + 3 we are in possession of at least two classes, 
while the extreme flexibility of ray method of construction (although 
it is not exhaustive) would seem to justify the conjecture that the 
number of classes increases rapidly witb n. 

The University of Chicago 
October 22, 1894. 

E. Hastings Moore. 
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SULL'EQUILIBRIO DELLE SUPERFICIE 

FLESSIBILI E INESTENDIBILI; 



Nota di G. Pennaochietti, in Catania. 



Adaiuau del s) dicembre 1894. 



Dopo la classica memoria del Beltrami Sull*equilibrio dellt 
superficie jUssibili t inestendibili (*) si pubblicarono pregevolissimi 
lavori sullo stesso soggetto (**), intorno al quale mi limito a fare 
in questa breve Nota qualche osservazione sul modo di dedurre le 
equazioni diffcrenziali, indicando in ultimo un nuovo notevole caso 
di equilibrio. 

I. Sopra una superficie, die supponiamo perfettamente flessibile 
e inestendibile, sia tracciato un sistema di coordinate curvilinee u, v 
e sieno x, y^ ;j le coordinate di un punto M della superficie rispetto 



(•) Meni. R. Accad. delle Scienze di Bologna, serie IV, t. Ill, anno 1881, 
pag. 2x7*265. 

(••) G. Morera, Rend. Accad. Lincei, 1883. 

V. V o 1 1 e r r a, ivi, 1884, note due. 

G. A. Maggi, Rend. 1st. Lomb. serie II, vol. XVII, 1884. 

E. Pad ova, Rend. Accad. Lincei 1885. 

G. Picciati, Suirequilibrio e sul moto inficitesimo delle superficie fles* 
sibill ed iaestendibili. (Giora. di Matem. del prof. G. Battaglini, 1892). 
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a un sistema di tre assi ortogoaali nssi nello spazio. 
il parallelogramma elementare J?, di cui sieno Jx., ds^ i lati uscend 
ilal punto Af e nei quali variino la sola « e la sola v rispetdvameate. 
Poniamo : 

Se X, Y, Z sono le componentt di una forza secondo gli asa 
e 17, Fy W le cnmponenti della forza stessa secondo le linee coor- 
dinate Uy V t secondo la normale alia superficie e se questa nor- 
male forma cogli assi angoli i cui coseni sono oc» p, y, si ha : 

Ye^^ Yg ^f 

Sui lati Jx. y ds^ del parallelogramma si esercitano dalla rima- 
ncnle superficie tensioni dirette nel piano tangente e le cui compo- 
nent! denoteremo con — r„ , — T^ secondo le linee coordinate « 
c con — l\^y — r„ secondo le linee v. In virtii delle ultime tre 
equazioni le component!, secondo I'asse delle Xy delle tensioni chesi 
esercitano sui lati ds^y ds^ del parallelogramma, sono rispettivamente : 
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Le componenti analoghe pei rimanenti due lati^ opposd rispet- 
tivamente a Jj., ds^, sono: 

Analoghe sono le componenti delle stesse tension! rispetto agli 
altri due assi. Tutte queste tension! fanno equilibrio alia forza esterna 
che si esercita suU'elemento Ja e le cu! componenti diremo Xdfs^ 
Yd<j, Zd<j. Esprimendo che sono nulle le somme delle componenti 
di queste tension! e della forza esterna, secondo gli assi, dividendo 

per dudv e ponendo ff = \/EG — F*, si ha : 



d 



'-.{-r-l^-rVm 



con due equazioni analoghe. 

Si pu6 immaginare che pel centro del parallelogramma d<j pas- 
sino le direzioni della forza esterna e delle componenti, secondo le 
linee coordinate, delle tension! sui lati del parallelogramma, sicchi 
esprimendo che ^ nulla la somma algebrica dei moment!, rispetto al 
centro del parallelogramma, della forza esterna e delle tension! per 
le quali ^ in equilibrio il parallelogramma stesso, si trova la relazione : 



r = r 

"*«« ^"^ *VP* 



Ponendo 



^ = — ^-f/f > f* = — r- = — ^^y ^ = — ^^|/g ' 
Rend, Circ. MaUm,^ L IX, parte (V— Stampato il 22 ^noajo 189J. i^ 
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si ottengono cosi le equazioni indefinite dell'equilibrio : 



„y d Ldx a«\ , a / dx, dx\ ] 






U 






^^ + .ii) + 4(^^ + '5l). 



HZ 



=JiV 



^Z , . d^ 



du 



+ (* 



»j+dvV 



d^ . Jl 



dvV^du 



+ v 



i)- 



(0 



le quali sono conformi alle equazioni del Beltrami. 

Se X,ds, Y.dsy Z,ds sono le componenti, secondo gli assi, 
della forza che agisce sopra un elemento ds del contomoj si dovii 
avere> per requillbrio, anche la condizione : 



fx,ds+fxdfj = o. 



Se per X si sostituisce il suo valore fornito dalla prima delle (i) 
e se si osserva che si ha : 



Jfd<f I - r dVj 



a deduce : 



r[/.dx , dx\dv ( hx , dJcWtt , yl , 



Ossenrando che quest' equazione e le due analoghe che si po- 
trebbero ^ualmente dedurrc, sono verificate per qualsiasi contomo, 
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« 

anche piccolissimo, si ottengono le tre equazioni ai limiti : 



x,= 



-(: 



dx . dx\dv 



du 



+ f* 



Oi^+( 



dx . dx\du 



Y.=z 



Z.= 






(2) 



Sc le (i) si moltiplicano ordinatamente dapprima per 3~ > j^> 

dx. . dx dy dx ' c • • o j r 

^, poi per ^-^, ^, ^^, infine per i coseni a, p, y degli an- 

goli che la normale alia superficie forma cogli assi e se ciascuna 
volta si sommano 1 risultati e si pone : 



*-« du du du '^^ ^" ^ " ' 



dv 



dv 



dv' 



si avraano le equazioni indefinite dell'equilibrio nella forma : 



HQ,= 



I d£- , d£ , /df I dG\ , 
^\du^dv)^^\du + dv)^' 



„^ (dF I d£\- , ^^ , 



2 dv 



v + 



+(|-M-?)-+(li + l^)«. 



fl"(Xa + 7p + Zy) = ^X + 2 B(A + Cv, 



9a 



G. PEXMACCRIBTTI. 



dove a i posto per breviti : 






B = 



yx 



yy 



d'K. 



J^^ * "*■ diidv ^ "^ dado ^' 






Se Uy Vy W sono le coniponenti delU forza X, F, Z secondo 
le linee coordinate u^ v t secondo la nonnale alia superfide, si ha : 

Le equazioni indefinite dell'equilibrio divengono perci6: 



ffl7=V/£(|^ + |!; + £.> + aF.,*+G.v), 



ifr = KG(|^ + ^; + £.X + aF., + G.v), 



ff»' = i4X + 2Bfi + Cv, 



(3) 



dove : 






G. 



= y'HI^ 



j_dG 
2 d 



a 



_i_^dG 

2 do 



]' 
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^'— W\_ 2 ^d« + Vd« 2dv)y 



come si dedurrebbe anche dalla memoria del Beltrami. 

Si riconosce poi immediatamente che le prime due equazioni 
indefinite deirequilibrio in coordinate curvilinee si deducono dalle 
note equazioni diflPerenziali : 

dtdu' du~^'' dtdv' dv~^' 

del moto di un punto di massa eguale all'unit^ sopra la superficie 
data e sotto Tazione delle forze date Xy 7, Z, col solo cambiare in 
queste ultime equazioni : 

rispettivamente in 

-L\ —a -i-v JL-/'^4.^^ JL(^^^\ 
^A, ^|t, ^v, H\du'^dvJ' H\du'^dvJ' 

Similmente moltiplichiamo le equazioni (2) rispettivamente per 
-^— , ^, ^~ e sommiamo: operiamo nello stesso modo coi molti- 

plicatori ^ , -^ , ~ e coi moltiplicatori a, p, y : poniamo : 



^4 G. PENNACCMlETTt. 

e osserviamo che si ha identicamente : 



3- a + 5^ P + 3-^ Y = 0, 3- a + -^^ p + -5-^ Y = 0; 



si avranno le equazioni ai limiti nella forma : 

Se la forza X,, 7,, Z, si risolve in tre componenti C7„ V^^ W, 
secondo ie iinee coordinate u, t; e secondo la normale alia super- 
ficie, si ha : 









Le equazioni ai limiti assumono cosl quest' altra forma data pure 
dal Beltrami. 

II. Ai casi notevoli di equilibrio daci dal Beltrami aggiun- 
gero il seguente, il quale vale pure per una superficie qualunque e 
pu6 essere direttamenie verificato mediante le formule che precedono. 
S'immagini, coni'6 sempre possibile, sopra la superficie data un si- 
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sterna di coordinate curvilinee isoterme e il quadrato deirelemento 
lineare sia dato da : 

La superficie stessa sar& in equilibrio sotto Tazione : 
1° delle forze 

k k 

17 = — , r=— , 



fr=^(^x + 2B|x + Cv), 



dove k h una costante qualunque, — , — sono le curvature tan- 
genziali o geodetiche delle linee coordinate u, Vy cioi : 



I _ I dVE j__ I aJ/£ 

r, E dv * r^ E du 

e dove, indicando con t, , i, , k^ nuove costanti qualunque, si ha : 

\ — h.Ji.k n — h.jL.1. V — — A4.i- 

— ^^" ^ — £2' — £**' 

2° di forze al contorno determinate dalle formule generali (I, 4) 
e da quest' ultimi valori di X, (a, v. 

Gitania, 29 novembre 1894. 

G. Pennacchietti. 
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REIATIVO AGII ELzMEsTl COMJSI DI DUE COSICHE IN UN PIAKa 



Xou di Eigtiit Mttttftrri, ia Bol<^n2. 



it'. »'• iacc^br* :«^. 



C^n la present e \o:i mi sono proposto di colmftre una lacuna 
cHe ho rsconmco nslle ordinaric trattizioni sintcdche del problenu 
itz^i elcmenti romuni a due coniche di un piano. Q>me 6 noto lo 
svolr*m:?':rn i\ taleproblema (come in cenerale di tutri i problenu geo- 
metr ji di ;' ^* 4' £:rido)si fonda sul teorema che « Due coniche (real!) 
di un pimo ivenri in comune un puoto (reale)» che non sia di coD- 
tatto, hinno a'.meno un altro punto (realc) comune ». Di questo teo- 
rema (11 qua!.* corrlsponde in sostanza aU'esistenza di una radice reale di 
un'equazion.* di j"* grado)sl suo! dare nei trattati di geometria proiet- 
tlva (*), s.'guendo 11 Chasles, una giusti&cazione intuidva che 
non c atfano una dimostrazione rigorosa. D'altra parte non era da sup- 
porsi che per dimostrare tale proposizione fosse necessario introdurre 
qualche nuovo postulato, oltre al sistema di postulati atti a stabilire 
il teorema fondamentale dello Staudt, e cio per la dimostrazione 
analitica della quistione (•*). 



C) Vcdi per ci. : S a n n i a, Giom. proietLy 2* ed,, pag. 265. 
r**j (: noto che Jal teorema fondamentile dello S t a u d t si deduce la rap- 
pfzvz:\\^y\AiJk, dci puiiti dello spazio mediante coordioate proietti^e. 
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lo ottengo appunto in questa Nota la dimostrazione della pro- 
posizione in parola fondan Jomi sui risultad stabiliti dal sig. F. E n- 
riques in una sua Nota (*) dove espone un sistema di postulati 
grafici conducenti al teorcma fondamentale dello S t a u d t. 

Risolvo ancora alcunc altre quistioni (che hanno attinenza aU'ar- 
gomento trattato in questa Nota) sul modo di comportarsi, i'una 
rispetto all'altra, di due coniche del piano, avuto riguardo alle loro 
regioni di punti interni e di punti estemi, quistioni che venivano 
risolute finora con processi intuitivi. 

1. Rimanlo alia Nota Sui fondamtnti della Geometria proiet- 
tiva del sig. Enriques per i postulati, le definizioni, i teoremi che 
stabiliscono, rispetto alle forme fondamentali di i* specie, la dispch- 
si^iione circolare naturale degli elementi (e corrispondentemente gli 
dementi susseguentisi, le coppie di elementi che si separano, i seg- 
ment!, ecc), Ic corrisponden:^e hiunivoche ordinate e le loro proprieti, 
e il teorema fondamentale dello Staudt. 

Questi concetti e teoremi — avuto riguardo agli sviluppi ordinari 
dcUa geometria proiettiva, e in particolare alia corrispondenza pro^ 
spettica tra i punti di una conica e i raggi di un fascio di centro 
sulla conica, e alia proiettiviti tra coniche — si estendono senz'altro 
alle forme di IP ordine del piano e della Stella, v-a-d la conica-luogo, 
la conica-inviluppo, il cono di ir ord. di raggi e il cono di IP ord. 
di piani (**). 

AUora il concetto di corrispondenza (biunivoca) ordinata si pu6 
considerarlo rispetto a due forme qualsivoglia delle 3 forme fonda- 
mentali di I* specie e delle 4 forme di IP ord., come si fa in par- 
ticolare per la proiettiviti. 

2. Data nel piano una conica (reale) y> se il punto C7 e la 
retta u sono polo e polare rispetto alia y, si conviene di dire che 



(•) Sui fondamenii della Geometria proiettivay Rendiconti delTIstituto Loni- 
bardo, s. II, v. XXVIII (1894). 

(••) E cos\ ancora alia forma di IP ordine dello spa^ioy la schiera rigau : ma 
di essa non ci occupiamo qui. 

Rend. Circ. Matem,^ x, IX, parte i*. — Stampato il 32 gennajo 1895. i j 
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17 4 inferno o esterno alia y, e corrispondentemente che la m 4 effmifl 
o sega la y, secondoch6 sono ellittiche o iperbolicbe le due involu- 
zioni (prospettive) ([/), (u) di elcmenti reciproci rispetto alia y, dcUe 
quali 17, u sono sostegno, — ovvero, cio che h lo stesso, secon- 
dochi sono ellittiche o iperboliche le due involuzioni di punti e di 
tangent! della conica delle quali 17, u sono elementi di coUinea- 
zione (•). 

Mi propongo di dimostrare le due proposizioni seguenti (di cui 
dovr6 servirmi in seguito), dellc quali si suol dare una dimostr*- 
zione basata sul concetto intuitivo del movimento continue di un 
puDto (o di una tangente) della conica (*•). 

« Se fi & una retta segante di c Se 17 i un punto esterno 



c una conica y^ ^ ^^ ^^* ^ sono 
« i due punti di sezionc con la 
€ Y> — nella punteggieta (ii) uno 
« dei due segment! complementari 
t MN h costituito da tutti punti 
« intern! (segmento interna) e Tal- 
■ tro h costituito da tutti punti 
« esterni {segmento esterno\ i punti 
« estrenii esclus! ». 



ad una conica y» ^s^ niyn sono 
le tangent! alia y che escono da 
C7, — nel fascio (17) uno dei due 
segment! mn h tutto di rette se- 
ganti, e l*altro i tutto di rette 
esterne, le rette m, n csduse. — 
Si dice che il primo dei due seg- 
ment! o angoli mn di {U^cam- 
prende la conica y »• — 



Pel teorema di destra, siano M, N ! punt! d! contatto dellc 
tangent! m, n usccnti da U\ la retta n ^ MN h la polare di C7. 
Sia L un terzo punto (oltre M, K) della y. Dico che ogni retta r 
di (C7) compresa nel segmento (o angolo) \^(mn) che contiene la 
retta UL i una segante della y> m^^ntre ogni retta del segmento 
complementare 6 estema alia y- 

Infatti, detto H il punto (UL — MN)y si conduca per U una 



(*) L*equivalenza delle due dcfinizioni dcriva dalla proposizionc che « Se 
O h uii punto arbitrario della conica y» l*involuzione / di punti della y, prospet- 
tiva rispetto ad 0, aM'involuzione di punti reciproci (m), ha per elementi di col- 
lineazione 17, m ». Cfr. Staudt, Geom. di pos., n° 253. 

(••) Vedi ad es. : Sannia, Geom. proiett,y 1* ed., pag. 402. La dimostra* 
zione che 6 nella 2* edizione del'a Gfotn, proiettiva del Sannia a pag. 172-5 
{pP 86, g) non ha senso, non so se per errori di stauipa o per altro. 
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retta arbitraria r (diversa dalle f«, fi, \JV) e siano Jf, M, , N, i 
suoi punti d'incontro coUe MN, LM^ LN. Per un noto teorema (*) 
i punti Af, , Nj sono tra loro reciproci rispetto alia y* sicchfc suUa 
r avremo I'involuzione di punti reciproci (r)^(C7/tL, M,Ar,). Ora 
notando che il gruppo HKMN della («) fc prospettivo (rispetto al 
centro L) al gruppo UKM^N^ della (r), avremo a seconda che in 
(17) 11 raggio r i esterno o interno all'angolo \^(mn) che con- 
liene UHL, nella (u) la coppia HK separa ovvero non separa la 
coppia MNj nella (r) la coppia UK separa ovvero non separa la 
coppia M^N^y e quindi I'involuzione (r)^(lJK^ Afi-^x) 4 ellittica 
ovvero iperbolica; ci6 che 4 quanto si voleva dimostrare. 
Correlativamente nel piano pel teorema di sinistra. 

3. Si abbia una conica (reale) y, e sia U un punto del suo 
piano, interno o esterno ad esso. Nel fascio ((/) siano a, b due se- 
ganti della conica. 

a) Dico che dei due angoli o segmenti complementari a& del 
fisiscio (t/) ve n'4 sempre uno w ^ (ji) le cui rette sono tutte se- 
gand della conica y. 

Invero, se 17 i esterno alia y basta prendere il segmento ab 
di (17) che ^ contenuto nell'angolo X^(mn) forma to dalle tangenti 
alia y uscenti da 17 e che comprende detta conica (§ 2). Se £7 ^ 
interno alia y, ognuno dei due angoli complementari ab ^ nelle con- 
dizioni accennate, giacch^ nel piano di una conica ogni retta che 
passa per un punto interno alia conica i una retta segante (**). 

Si consideri adunque nel fascio ( f7) Tangolo o segmento w ^(^W) 
le cui rette interne h sono tutte seganti della y. 

P) Dico che tali rette seganti h determinano nella conica y delle 
coppie /7, H' di punti sezione che formano due segmenti (o archi) 
della y, i quali sono riferiti con corrispondenza ordinata (§ i) al 
segmento (o angolo) a^ ^(abb) di ( 17), considerando come corri- 



(•) Staudty Geom. di pos., n° 253. 

(**) C16 si pu6 derivare dal fatto che due involuzioni salla coaica, di cui 
una sia ellittica, hanno sempre una coppia (reale) coraune. 
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spondtnti la retta h c i due punti sezione H^ IT di tale retta colla 
conica. 

G)nsidero il case di 17 esterno (per 17 intemo si precede ana- 
logamentc). Le tre rette a^ b, h di U segano la conica y io tre cqipie 
di punti AA\ BB\ HH' c!ie sono coniugati in un'involuzione iper- 
bolica (avente per centre di coUineazione il punto (7); sicchi tali 
coppie non si separano suUa conica, e quindi, disponendo opportu- 
namente gli accenti, avremo nella conica y i sei punti susseguentisi 
AHBB'H'A', Voglio dimostrare clie i due archi AHB, A'H'W 
della y sono riferiti (nel moJo anzidetto) con corrispondenza ordi- 
nata al segniento w ^(^AJ) di (U). 

Sia K iin qualunque punto dell'arco AHB della y, tale, per es., 
che siano susseguentisi suUa y i punti A^ Hy Ky B. Se K^ t il punto 
coniugato di'if, anche i punti A\ H\ K\ 5' si susseguono sulla 
y, — sicchi sulla y si hanno i punti susseguentisi AHKBB'K'H^A\ 
Si dovr^ dimostrare che nel fascio(l7)si susseguono le rette a^AA\ 
h^HH\ i = KK\ b = BB\ 

Si noti perci6 che siccome Ic due coppie di punti AK, HIT 
si separano sulla y, il punto H, ^(AK — HH') i intemo alia y, 
onde il scgmento AH^K della retta AK t intemo alia y (§ 2) c 
quindi Tangolo prospettivo U(AHK) di (t7) risulta formato di rette 
seganti. Di tale angolo non fa parte la retta UB^by giacch&le coppie 
AKy BB' non si separano sulla y, onde il punto B^^(AK— BB^ 
risulta estemo alia y e quindi anche al segmento AH^K, — 

Osservo infine che se il punto U b estemo alia conica y, si 
pu6 prendere in particolarc per angolo (i>^(a&) di (£7) Tangolo 
dellc due tangcnti alia conica uscenti da 17: allora A=A\ Bz=:B', 
e i due archi consiJerati A By A' B' divengono due archi comple- 

mentari della conica. 

* 

4. Mi propongo ora di dimostrare il 

Teorema.— 7)m^ coniche (reali) y, y', situate in un piano, aventi 
in comune un punto (rea!e) A, che non sia un punto di contatto, hanno 
almeno un altro punto (reale) comune. 

La tangente in A alia y incontri la y' (oltre che in A) in By 
e la tangente in A alia y' incontri la y (oltre che in ^Q in B\ Per 
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B si cooduca la seconda tangente (oltre alia BA) alia y> ^ ^^^ C 
il suo piinto di contatto coUa y, e C la sua ulteriore con la y' (*). 

Qiiamo X Tangolo o segmento B(AC) del fascio (5) che com- 
prende la conica y (§ 2). 

Si consideii nel fascio (B) un raggio r variabile nel segmento 
\^ B(^AC): siano M, M, i due punti d'incontro di r con la y, 
ed Af' il secondo punto d'incontro di r con la y'. Si considerino le 
tre corrispondenze ordinate nelle quali al raggio r^-BMdi X corri- 
spondono rispettivamente i punti M, M, di y e il punto Af ' di y' : 
di esse le due prime intercedono tra I'angolo 1^ B(AC) e i 
due archi (o segmenti) complementari AC [AMC, AM^C] di y 
CS 3> P)> ^ ^^ ^^''^^ intercede tra il medesimo angolo >.^B(^Qe 
Tarco AQ^AM'C] di y' interno a X [ed i precisamente una corri- 
spondenza prospettica (§ i)]. 

Ma i due archi complementari ^C di y si possono riferire con 
corrispondenza prospettica ai due segmenti complementari A {B C) 
del fascio (A)y e I'arco AC (interno a X) di y' si pu6 riferire con 
corrispondenza prospettica ad uno determinato dei due segmenti com- 
plementari A{B'0) di {A). Sicchi quest' ultimo segmento A(B'C) 
di (^A) risulteri cosi riferito con corrispondenza ordinata a ciascuno 
dei due segmenti A(BC) di (A). 

Indicher6 per breviti con by c, h\ (f rispettivamente i raggi 
ABy AC, AB\ AC\ Nel fascio (A) adnnque ad un segmento de- 
terminato yc' sono riferiti con corrispondenza ordinata i due segmenti 
complementari be, essendo b distinto da b\ 

Bisogaz distinguere due casi : 

I** II segmento b'c' in quistione 6 contenuto in uno dei due 
segmenti be. — Allora se si considera quel segmento be che contiene 
il segmento b'e', la corrispondenza che tra loro intercede ammetteri 
almeno un raggio unito (**) (diverso da t e da b'). 



(•) Si noti che C non pu6 appartenere alia AB, q O non pu6 appartenere 
alia ABf\ mentre O pu6 coincidere con 5, C con 5', o anche Ccon C, ci6 che 
non disturba i ragionamenti che seguono. 

(•♦) Vedi E n r i q u e s, loc. cit., % 10: Teorema. « Se in una forma di i» specie 
« h dau una corrispondenza ordinata in cui ad un segmento ^Scorrispondaun 
c segmento A^B^ contenuto nel primo, esiste in questo segmento A^B* (e quindi 
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2** Ncssuno Jci due scgmemi be contiene il segmento b'c'.-^ 
Allora sc si considora qucllo dei due segmenti be chc 4 riferito con 
corrispoTidjnza discord j al segmento b'c'^ la corrispondeiua che tra 
loro intercede ammette idm^no un raqgio unite (*) (diverso da ^ e 

da y). 

Dunque in ogni caso esiste ahneno un raggio r dell'angolo 
X == B(A C) (diverso da b ^ BA) clie sega la y' in un punco it 
die coincide con uno dei punti Af, Af, di sezione di detto raggio 

con la y. 

G>n cio il teorema risulta dimostraro. 

). A quanto 6 csposto nel procedente § aggiungo alcune coosir 
derazioni die ci d^nno un'idea precisa del modo reciproco di com- 
portarsi dclle duj coniclu y, y' in quistione. 

Noto dapprima die i punti della y' estemi [cioi situati io rette 
di (/J) esternej all'angolo X ^ B{A C) che compreade la y, sooo 
necessariamcnte esterni alia y. 

a) Considero le corrispondenze c'le ho stabilito nd fa$cio-(iQ 
tra il segmento b' c ^ \ due segmenti complementari be. I ra^ 
uniti delle due corrispondenze contengono ciascuno (oltre ad A) un 
punio comune alie conidie y, y', e viceversa per ogni punto (di- 
verso da A) comune alle y, y' passa raggio unito di una di tali cor- 
ris|X)ndcnzo. 11 numero di questi raggi uniti e quindi il numero dei 
punti (rcali) diversi da A comuni alle y, y', il quale i ^i (S4)» 
dovri essere ^ 3, altrimenti le due coniche y, y' sarebbero coin- 
cidenti. 

Se immii^ino un raggio ///' del fascio (^A) che descriva il stg- 
inenlo b' c' Ax b' verso c\ ad esso corrispondono nelle due corri- 
spondenze in quistione due raggi m^ m^ di (A) che descrivono (in 



tc in AH) ui\ clcmento unito M sitTatto che ad csso non precede alcun elemento 
u iitiiio iiol s^'^moiuo ordiiuco J B ». — In questo teorema si considera veramente 
una corrispoMdoiu.i data in tuttu una forma di i* speciCt ma h sufficiente che U 
corrispoiidcii i inicrccda tra i due sct;mcnti considerati, come appare dalla dipio- 

{*) Iiivero, 6 Uci'c nel oa^o iiidicato determinire un segmeato chc ^ 
teuuto i\el sc^nietito corrispondente. 
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sense tra loro opposto) i due segmenti complementari {be). \ raggi 
w> '"i segano la y (oltre die in A) in due punti M, M^^ e il raggio 
m' scga la y' (oltre che in A) in un punto M\ risultando i tre punti 
M, if,, Af' su di una medesima retta r del fascio (5). 

Dico che il punto M' di y' risulta interno a y solo quando il 
raggio m' ^ AM' k esterno ai due angoli btn, bm^ percorsi dai due 
raggi mobili m^ tn^ prima di giungere alle posizioni m^ AMy 
jw, ^ AM^. 

InverOy solo nel caso accennato il punto A' in cui la retta 
m^^AM' scga ulteriormente la y i un punto dell'arco MM, di y 
che non contiene Ay v-a-d le due coppie di punti AA\ MM^ si se*- 
parano suUa y, e quindi il punto M'^^AA' — MM^ risulta in- 
terno alia y. 

P) Nel segmento b' c' in quistione, procedendo da b' verso c' 
sia b il primo raggio che i unito in una qualsivoglia delle due cor- 
rispondenze considerate, e die contiene quindi (oltre ad A) un punto 
iJcomune alle y, y' (h i distinto da ft', non escluso die sia h=ic' i=:Cy 
— e quindi H i distinto da Ay non escluso che sia H=z C'= C). 
Dico che i raggi compresi tra b' ^ h contengono tutti dei punti della 
y* inierni alia y, ciofe Tarco AH^ che non contiene B di y' i for- 
mato (gli estremi esclusi) da tutti punti interni alia y. 

Per dimostrarlo basta far vedere che nel segmento b' h non v'4 
nessun raggio n/ che sia interno ad uno dei due segmenti bmy bm^ 
che corrispondono a ym\ Si supponga per es. che m' sia interno 
a bm: in tal caso : 

I**) o anche b' i interno a Jiw, — e allora o i'm' i interno a 
bm, o bm^ i interno a b'm'y 

2**) o y h esterno a ^/n, — e allora b'tn' o ha senso opposto 
a bm contenendo m, o ha senso opposto a bm^ contenendo b: 
sicchi per le proprieti delle corrispondenze ordinate esisterebbe sempre 
un elemento unito nel segmento J'm', ci6 che 4 contro Tipotesi. 

Analogamente, se nel segmento b'c' h k Vtdtimo raggio unito 
e che contiene perci6 (oltre ad A) un punto K comune alle y, y' 
(non escluso che sia k=zhy o anche fcr=z^' = r, o le due cose in- 
sieme, — e quindi non escluso che sia K=: H, o anche K= C'= C, 
o le due cose insicme), Tarco KA, che contiene B, della y h for- 
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mato (gli cstronii esclusi), da tutti punti esterni alia y, come si di- 
mostrerebbe con ragionanicnto simile al precedente. 

Dunquc « il punto A comiinc alle due coniche y* Y' scnza es- 
< sere i:n punto di contatto, separa sulla conica y' due archi adia- 
t centi AH, KAy format! (escluso i punti estremi) I'uno di punti intcmi 
• e Taltro di punti esterni alia conica y, essendo //, K due punti 
i comuni alle y, y' (non escluso H = K) ». 

Lo stesso si dica della conica y rispetto alia conica y'. 

y) Esamino ora in breve le diverse ipotesi che si possono fare 
sul numero [!^ i ^ ^ ?] ^^'^ punti (reali e distinti) che le due co- 
niche y, y' hanno in comune oltre al punto Ay ottenendo cosi i di- 
versi casi possihili avuto riguarJo alia teoria sviluppata, i quali risul- 
tano appunto i casi che si verificano in realti, come mostrerebbero 
ulteriori semplici considerazioni. 

fl) Se le due coniche y, y' ammettono (oltre ad A) un sol punto 
(reale) comune //, in cinscuno di esse (per ci6 che si t visto in P) 
j due archi complementari AH sono I'uno di punti intemi c Taltro 
di punti esterni all'altra conica. [I-e due coniche hanno in H o le 
tangent! disiinte o un contatto tripunto], 

h) Sj le due coniche y, y' ammettono (oltre ad A) tre punti 
comuni /f, 7", K, in tali punti le y, y' non possono avere contatto, 
piacchi altrimenti e-ise coinciderebbero, sicchise procedendo in unde- 
terminato senso sulla conica y' Tarco AH v\s\x\xti di punti intemi alia 
y, I'arco HI risulteri di punti esterni, IK di punti intemi e KA 
di punti esterni. 

c) Infine se le y, y' ammettono (oltre ad A^ due punti comuni 
Hy Ky in uno alm:no di questi, supponiamo per es. nel punto H, le 
due coniche non devono avere contatto, giacchi altrimenti esse coin- 
ciderebbero. Dico che neU'altro punto K le y, y' hanno necessaria- 
mentc un contatto. Infatti, se procedendo in determinato senso sulla 
y' I'arco KA i esterno alia y, Tarco AH s^iA interno, e I'arco HK 
sari esterno (per quanto si 6 visto in P). Sicchi i due archi adia- 
centi HKy K A dolla y', clie sono separati dal punto K comune 
alle y, y', sono entrambi esterni alia y, cio che esclude che in K 
le y, y' abbiano le tangenti distinte. 

6. Esamino ancora alcune altre questioni sulla posizione red- 
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proca di due conichc frcali) di un piano, rispetto allc loro regioni 
Ji puQti intcrnt e ii punti cstemi. 

«) ■ Sc si hanno in un piano due coniche (reall) y, y', cd A 
» 4 un punto della y esteroo [o interno] alia y', esiste un arco 
■ MAN di T tmto costituito di punti esterai [inlerni] alia y' ». 

Sia HAK un arco della y conttnente un punto A estemo alia 
Y'. Conduco per A due relte arbilrarie clie seghino k y' nellc due 
coppie tii punti A^A', A, A": queste due coppie non si separano 
sulla y' per esscre il punto A esteroo alia y', e di piii posso stabi- 
lirc le designazioni dei quattro punti in modo clie A, A' A" A, si sus- 
seguano nella y'. 

Mediante i fasd f^,), (.4,) nferisco con corrispondenza ordinata 
I'arco HAK di y ai due archi H'A'K', H"A"K" di y' (§ j. p), i 
quali risultano cosi riferiti con corrispondenza ordinata tra loro. I due 
archi corrispondenti A'K', A"K" di y' o non hanno punti uniti, o 
hanno un primopunio unito(differente di ^4') procedendo da ^4' verso 
K'; sicchi in ogni caso posso prcnderc in A'K' un punto N' tale che 
I'arco A'N' e i'arco corrispondenti.' A"N" non abbiano punti uniti 
oella corrispondenza, Analogamenie nell'arco H'A' poir6 prendere 
un punto M' tale che i due arclii corrispondenti M'A', M"A" 
non abbiano punti uniti, Ottcngo cosi suUa y' due archi M'A'N', 
A4"A"N" riferiti con la corrispondenza ordinata che abbiamo stabi- 
liio, i quali non hanno eleinenti uniti. Di pii!i potr6 aver preso 
i puoti W, N' in modo die M', N', M", N" si trovino tutti nel- 
I'arcD A,A'A"A^. 

Dico che I'arco MAN di y (che conispondc ai due archi pre- 
ccdenti M'A'N', M"A"N" di y') k tutto di puoti esterni alia y'. 

Lnfatii, ad ogni punto P di MA N corrispondono in y' due punti 
diitinti P\ P'' che si trovano nAlo stesso arco A, A'A"A,; c di pii 
in talc arco ordinato A, A'A"A^ P' precede P", giacchi in caso con- 
iraho i due archi corrispondenti A'P', A"P" dovrebbero avcre un 
punto unito, come si deduce faccndo lo diverse ipotesi possibili 
suUa posizione rispeniva dei quattro punti A', P', A", P" e appli- 
cando i teoremi suUe corrispondcnze ordinate. Sicchi il punto 
a {A, P' — A, P") i esterno alia y'. 

Analogamenie si ragiooa sc il punto A di y t iotemo alia y'. 
L Rtnd. Circ. Mattm., t. IX, ji4rte i'. — Suiupaio U i° febbrajo 1S9J. 14 
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f)) • Se si haono ia un piano due coniche (real!) y, f', ed e^- 
• slono due punii A, B lii y I'uno csterao, I'altro tnieroo alli -f, 

< le due coniche hanno ilmeno due punti (reali) in comune, situati 
■ nei due archi complementari AB ii y i. 

Invcro, considerando uno quahiv(^lia degli arch: AB di y, i 
punii di tale arco si possoao dividere in due classt, I'una de\ puoti 
ai quali precedono nei segmento o arco ordinato AB solo puati 
estemi atla y', I'ahra dei punti pei quali cio noa accade. Tali classi, 
pel poscuiato della continuiU (*), ammetioao un punto di separ*- 
zione H, che £ un punto con^une alle due comcbe, non potcnda 
cssere (pel teorema v.) at un punto esterno, n4 un punto intenMI 
aUa Y*. 

Y) < Di due coniclie (reali) y, "f di un piano aventi un ajo- 

< tatto senza avere altri punti reali in comune, sempre una h estenu 
. all'altra (••) .. 

Invero, si conduca pel punto di coiitatto A una retta che segU 
le Y, y' 'i*^' punti B, B* rispcttivamente : almeno uno degli estren^ 
B, B' dei due segmenti A B, AB' imcrni (% 2) allc f, t" i esteroo 
all'altro segmento: se per es. B t esterno al segmento AB' (itK 
temo alia y')' ^"^' ' punti di y C-^ escluso) sono estcmi a y, giacchi 
se esistesse un punto C di y interao a y*, le f, y' dovrebbero avere 
due punti (reali o distinti) in comune, ci6 die i escluso. 

Secondochi poi B' t esterno o intenio al segmento A B, intemo 
a Y> la Y (come i facile dedurre) risulta estema o interna alia y- 

K) < Di due coniche (reali) Yi y' ^' ^'* piano non avenii punti 
« reali in comune, sempre una k estema all'altra », 

Invero, se si conduce una segante comune, i due segmenti AB, 
A'W di tale retta intemi alle y, y' devono essere o 1°) I'uno esterno 
all'altro, o 2°) I'uno intemo all'^iro (cioi le due coppie AB, A'ff 
non devono separarsi, giacch^ altrimenti le due coniche avrebberd 
due punti in comune). E si deduce immediatamente che nel 1° casO' 



(•> Vedi: Enriques. loc. 
(••) Cioi tmti i punii di un; 
falto ckIuso. 



conica ^Qno esierni all'iltn, il punto di < 
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le due coniche risultano esteme Tuna all'altra; e nel 2% se per es. 
il segmento A'B' interne alia y' h contenuto nel segmento AB in- 
temo alia y, la y risulta estema alia y', e la y' interna alia y. 



Bologna> lo dicembre 1894. 
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PRELIMINARI PER LO STUDIO DELLE FUNZIONI 



DI DUE VARIABIU; 
Nota di 8. Vivanti, in Pavia. 



AdcuMasa dtl i) geaaftjo 1S9S. 



I. Una delle difEcolt^ ch« presenta lo studio delle funzion 
due varinbili proviene dal falto che, tentando di estendere a qu 
I'ordinario nieiodo di rapprescntazione geometrica delle quantiti c 
plesse, si ^ condotti a considerare come campo d'esistenza di 
funzioni uiio spazio piano a 4 dimensioni. 

£ noto che P o i n c a r ^ , nelle sue importandssime ricei 

sugrintegrali della lotmz jJF(x^ y)dxdy (*), evit6 questa diffic 
considcrando, in luogo degli enti geometrici posti ncllo spazio 
dimensioni, le loro intersezioni con uno spazio a 3 dimensioni opj 
tunamente scelto. 

Non h tuttavia inutile vedere se, senza, alcuno speciale artiii 
possa ottenersi nello spazio ordinario una rappresentazione comp 
del campo di variabilitii di due quantity complesse indipendenti 
quale si presti opportunamente alio studio delle funzioni di due 
riabili. Una tale rappresentazione si ha appunto, quando si fa< 
corrispondere a ciascuna coppia di valori (jc, y) delle due varis 
una retta dello spazio. Intendendo allora deposto su ciascuna r 
(xy y) il valore corrispondente della funzione /(jc, y), questa p 
_ _ _ 

(*) Sir h'5 resUus des inUgraUs doubleSf Ada niaih. t. IX, pp. ^il^^St 
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considerarsi come una fun^ione di Una, in senso analogo a quelle 
dato a tale denominazione da Volterra (*). 

Siccome pero la geometria dello spazio rigato ci & assai meno 
familiare che non quella dello spazio punteggiiito, cosi avviene che 
alcuni concetti fondamentali rehtivi atla gtomftria infinittsimaU ed 
iWanaJysis situs dello spazio ordinario, t quail si appoggiano princi- 
palmente suH'intuizione geometric^, perdono tale carattere di intui- 
tiviti nel trasfonnarsi nei concetti corrispondenti per lo spazio di 
rette. Tali fra g!i altri 1 concetti di cmc gi^omeinco aperlo o chiuso, 
di elcmenio inltmo od esltrno ad un ente chiuso, di intorno d'lm 
elemento, di contortto, etc. (*•). Importa pertanto darne a-izitutto una 
definizione precisa. b questo I'oggetto principale della pwsente Nota, 
la quale contiene cosi i preliminari dcllo studio delle funzioni di due 
variabiii coinplesse. E riservando tale studio ad altra occasione, ci 
limitianio per ora ad accennare brevlssimanienie alia via da seguir^ 
per esteodere a quelle funzioni i concetti fundameniali di Cauchy 
e di Riemann. 

2. Se ^, v], i^ sono le coordinate correnti d'un punto dello spazio 
ordinario, no! intendiamo la coppia di valori complessi xz=x, + ix^, 
y^=^y,^iy, rappresentata dalla retta : 

X,i + X^l = 1, y,n + y^^ = I, (l) 

che diremo retta (x, y) (**"). 

(•) Sopr^i U {uniioni dipendiiti da linte. Rend. dell'Acc. dei Lincei, 1887, 
a" sem., pp. aij-ijo, 374-181; Sur utu giniralisalion dt la Ihiorie du fmitHiiHS 
d'uae variable imagiuairi. Acta laaih., l XII, pp. ijj.ia6. — £ perb da notarsi 
che Ic liaec considcraie di V o 1 1 e m sodo chiiisc e di forms qualuoi^uc. 

(**J Alia geometrU iafiiiiteiiinile dello s^iuio di reite si ciferisce I'inipor- 
tiiite memofii di Kocnigs: Sur Us praprUlis itfiaiUsimales de Vespaa rlgU, 
Ann. do f^c. norm., 18B1, pp. 119-3)3. Vedi anche U memoria detlo stesso autore; 
La giemitrit riglit, Ann. de UFjc. des sc. de Toulouse, t. lit (1889) e VI (1891). 

("*j Se pa sono le coordinate ontogeaee della cetta consideraU, si ha: 

fp„=',y,. fP,4 = — ''+>'• fP2,= — '=^)'f pPm^ — *■' 
Jh fpji = — x,:f„ tpH=y>' 

Hfc'lB equuiooi (}) « (4) del n" 5 divengono: 



1 



i^ 




Ad ogni coppia di valori finiti c non nulii (x, y) corrisponde 
una rctta posta a distanza Rnita; alia coppia (o, v) la rena all'ind 
nito del piano r.^i -f-v,^^^i; alia coppia (x, o) la rcita aU'infinb 
del piano Jt,E + J^.C:^ i; intine alia coppia (o, o) <]ualiinque retti 
del piano all'intinito dello spazio, o, come pu6 dirsi, rinlero piano 
all'infinito. Per mantenere adunquc anche in qucsto caso I'unidli 
della rappresenrazione, eonverrA considcrare il piano all'infiniio coim 
un unico eleiuenio dello spazio rigato, alio stesso modo che nell'or- 
dinaria rappresentazione dei numeri complessi I'insienie di tuni i 
punri aH'infinito del piano si considera come un punio unico. 

Resta ancora da vedcre quali rette corrispondano a valori inti- 
niti delle y|pabili. A questo proposito puo dimosttam, che le rctie 
le quali rappresentano coppie di valori (x, y) non ambidue finiti sooo 
tutie e soltanto quelle che tagliano a distanza tinita uno almeno dei 
due assi ^, n. 

Poniamo : 






le (l) divenaano : 



(." 



Supponendo che le X, Y rimangano sempre finite, si avri x=<a 
per X =^0, t y^^<x> per y, =^ o. Ora, se X, ;= ^i =^ °' '* W 
rappresentano una rctta passante per I'origine; se X, = o, I'inter- 
sezione del piano ^,11+ l',C= 5^, col piano X,5 + ^X = o pas- 
sante per I'asse d, quindi una retta che taglia I'asse n; analoga- 
mente se K, := una retta che taglia I'asse 5. — Reciprocamenie, 
se la retta (2) taglia I'asse ^ ad una distanza finita ^ daU'origine, 
le sue cquazioni do"r--"t.i essere soddisfatte per Z:=i, ti:=C = o, 
donde segue K, =^ 0; analopamci.ie si ha X^^ se la n-tlr. 
iJt;li^ !■ 



3. Dicesi intonio I^ d'una retta (a, b) I'insieine d! tutte Ic re£fe 



I 
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(x, y) tali che : ^ 

('. - «.y + (*, - «,)' ^ ps (y. - *.)' + (y. - *.y ^ a% • 

essendo p, ts due quantiti finite ma arbitrariamente piccole. II con- 
torno di I^ i costiculto daU'insieme dei due complessi : 

('.-«.y + (*,-o'=ps (3) 

(y. - Ky + (y, - KY = <^. (4) 

Prendiamo a considerare p. es. il primo di questi due com- 
plessi. 

Esso h costituito da tutte le rette poste negli oo' piani condotti 
normalmente al piano 5C per le rette deiritiviluppo rappresentato 
daU'equazione (3) giacente nel piano stesso. Tale inviluppo h una 

conica; infatti, eliminando .r, , x^ , j- ^ tra le : 

« 

(x, — a,y + (x, — a,y = ?*, (*. — a.) dx, + (x, — a,) dx^ = o, 
St ottiene : 

^a,i + a,K-iy-?'iV + K') = o. (5) 

Questa conica & la polare reciproca del cerchio : 

rispetto al cerchio: 

Essa ha un fuoco neirorigine; infatti per $±:t^ = o la (5) si 
riduce ad un quadrato perfetto^ il che dimostra che ciascuna delle 
due rette imaginarie $±:iC = incontra la curva -in due punti 
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coincidcnti ossia le i tangeme. La direnrice corrispondente i la retai 

a,l + a,^ ~ I =^ 0, 

cio6 la proiezione sul piano ^^ de!!a retta (a, b). Dunque: 

Le pruiiTKioni sul piano 5 » dellc rettc appanoneoti jU'intorao^ 

dcUa retta (0, h) sona lutte Ic rette Ic quali non tagliaoo uni coma 

avcnle per uno dc'i fuochi rorigine e per direttrice corrispoadt 

Li proienione della retta (a, h). 

Questa conica tende a conTondcrsi colla prori'zione della rttn 

(a, b), quando la costnnte f impicciolisce inJcfinitanienle. 

Considcraxioni analoghe possono farsi per la proicdone sol 

piano 11 C- 

4. I due compiessi (?), (4) hanno comune uni congruenn, I 
quile lia la proprieti sp^cialc che la sua proiezbne su da5CUDodt 
due piani 5t> iC i costitulta da un'infinit^ sempHce di rctte, 
da un inviluppo. Sono quesii gl'inviluppi di cul si h parlaio nelna 
mere preccdente. 

La congrucnia considcrata i del 4° ordine e della 4* classe. 

11 suo ordine risulta immediatamtnie dalla considerazione chck 
(')■ C5)< C4) dJlnnu per ogni sistema di valori 5, n, C tutl'al pii^f 
sistemi di valori reali ar, , x^, y,, y,. 

La dasse d'una congnienza i W numero delle rettc diessa CBK 
tcnutc in un piano qualunque. Sia : 

Al + Bti -\- Cl + D =.0 

I'cquazione d'un piano; le conJizioni perclii esso contenga la rcltl 
(l) sono : 

Ay, +Bjc, '\-Dx^y, = o, Ax,y,-k-Bx,y,— Cx,^,=o, 

donde si ha ; 






B y.- Cy. 
B + Dy. 



Ik 
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Introducendo questi valori nella (3), essa diviene un'equazione 
di 2** grado in y^y y^^ che insieme alia (4) ci di 4 coppie di va- 
lori y^ , y^. A ciascuna di queste corrisponde per le (6) un'unica 
coppia di valori x^^ x^. Dunque la congruenza h di 4*^ classed 

5. Data una retta P appartenente ad un complesso tc, dicesi 
intorno della retta P net coinphsso w Tinsieme delle rette di w appar- 
tenenti all'intomo di P. Esso 6 limitato da due congruenze [le in- 
tersezioni di tc coi complessi (3) e (4)], aventi comune una rigata, 
le cui proiezioni sono gH inviluppi del n° 3. 

Si definisce analogamente V intorno d'una retta in una congruenT^a. 

6. Importa ora vedere come una congruenza possa decomporsi 
in una doppia infinite di element!. 

Supponiamo dapprima che la congruenza considerata si proietti, 
p. es., sul piano 5C in un inviluppo. Se P i una retta della con- 
gruenza, P, la sua proiezione sul piano $^ e P, 6 quella retta (in 
generale unica) deU'inviluppo che si considera posta neU'intomo di 
P, e facente con questa un angolo positivo .arbitrariamente piccolo 
ma determinato da>, ogni retta della congruenza appartenente allV/^ 
mento che ha per origine la retta P dovri soddisfare alia condizione 
che la sua proiezione sul piano $ ^ sia una retta deU'inviluppo posta 

fra P, e P,. — Si ha, essendo a> Tangolo di P, coU'asse $: 

X. J x^dx, — x,dx, 
CO zz: — arctg -^ , dco = 2 — ' ' — 2., 

quindi, se si vuole che dx sia costante e per conseguenza lo sieno 
anche dx^ e dx^y si dovri prendere : 

, nx — ^x J 

dco = — I— — H»^> 

x, + xl' 

dove m, w, d\ sono costanti, ossia indicando con R(u) la parte reale 
di tt e ponendo n — im=z q : 



(i(»^ = R(jAd\. 



Rend. Circ, Mutem.i t. IX, parte i'. — Stampato il 4 febbrajo 1895. 15 
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S« iovecc, come awiene in gencrale, U congnienza si proietia 
Stil piano ^C in uoj doppia Jnfiniti <ji rene, detti A, B i puoti d'ia- 
coDiro di P, cogU assi £, Z, si coaduca per A una retta F, die 
faccta con /', un angolo Jz, per fi una retta P\ che faccia con P, 
un anfolo d^. Sia D il punto d'incontro di P', coU'asse X, C queilo 
^ P" coU'asse ^. C^ni retu della congruenza appaitenente all'ete- 
mrato che ha per origine la retta P dovri soddisfare alia condizione 
cbe la sua proiczioae sul piano ^^ tagli fosse £ nel trano AC e 
I'asse C nel trano AD. — Si ha : 



ossia mediaoic lo sviliqipo di Taylor: 



cos' w J^ * 



da ait 



Anilogunente : 



d^: 



-x; + ; 






Se si "fuole che dx 



<Ty 



I costanie, si porri ; 



dove m, n, ijl sono cosianti. 

7, Se si ha una porzione t di una superfide a, si pu6 defiidR 
geometric amente il contomo di t come segue. Sia P un punto qua- 
lunque di t (•), tc il piano tangenie alia superficie in ~ 



(•) £ quisi inutile ivvectife che i] 
delta superTicie che <iel coatona 



i U astruione dai punti $b([Ol«i 
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gjai descritta in quisio piano una crrconferenza di raggio piccolis- 
simo f aveate il centro in P. Se gli cstremi ill cutti i rsggi di questa 
drcoofereDza, per limp =: o, giacctono in t, si dice che i* A no 
panto interno di t; ncl caso coDtrano, si dice che P appaniene al 
coDtorno di t. 

In modo analogo pu6 deiinirsi il contorno d'una porzione t 
d'UBi congruenza ff. Sia P una retta di t, e si iniaginiiio condotto 
per nn punto di P tutte ie semirette norm^ili a P. Se T k una di 
queste c p ^ una quantity conanie positiva ed arbitrariamente pic- 
cola, esiste in generale nell'intomo di P una ed una sola rett»Pj. 
ddU congruenza la cui minima distanza da J* £ p ed ha la stessa 
direzione e lo stcsso senso di T. Se tutte le rette Pj- appartengono 
a T, P A una retta inuma, nel caso contrario, essa £a pane del 
di T. 

Analidcamente, se : 



/C^. . *. . J-. . y,) = 0, ? (*. , JT, , jv, , 7,) ^ o 



sono le equazioni della congruenza u, una porzione t di essa sarit 
detinita da una diseguaglianza : 



n coQtomo di T sari la rigala avente le equazioni : 



/= 



Se P 4 una retta di questa rigata, le due rene di essa contigue 
sepantno le Pj- interne a t da quelle che non appartengono a 
iia che sono esteme a t. 



congruenze possono estendersi 



Le cose dette lestS per le 
nnmedtatameme ai complesst. 

Abbiasi un complcsso s e una porzione ( di esso. Sia P una 
retta di t, e si considcrino tutti i piani paralleli alia P e distant! da 
essa di una quantity piccola a piacere p. Uno qualuoque n di questi 
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piani avrh comunc con s iin inviluppo. Se i^ucsto, per tuiti i piini 
7;, apparticnc per iniero z I, P t ana nxti interna a /, in caso di- 
verse essi {2 parte del contomo di t. 

Pu6 darsi un'altra condizione, sufficiente ma non nccestaria in 
tutti i cisi, perclii una retta P appanenga al contomo di /. Poichi 
per ogni punto dcllo <ipaxio passa in generate un'inliniti semptice lii 
rettc d'un ooinplcsso, ciascun punto A della retta P sari il vcrtice 
d'un cono kj di rette del complesso, e tutti questt coni avranno it 
gencrairlce comunc P. Consideriamo le generatrid P', P" del cono 
kji fontigue a P dalle due parti opposie. Se fra Ic generatrici P', f 
di tutti i coni i^ ve n'hanno alcune non appartenenii a t, pu6 a: 
rirsi chc P fa parte del contomo di /. 

Analiticamente una porzione d'un complesso /^o t defiuita 
da una dtseguagltanza delta forma (7), e il ciintorno di tale p 
i costituilo dalla congruenza : 



f = 



F=Q. 



9. Una congruenza dices! connissa, se prese comunque due ret 
di essa pu6 passarsi con continuity da una all'altra mediante lu 
rigata appartcnente per intero alia congruenza. Analoga definizioi 
pu6 darsi per un complesso. 

Una congruenza connessa, non avcntc contomo, e di cui ne 
suna retta taglia a distanza finita gli assi ^, n, dices! ehtusa. — I 
stessa defioizione vale per un complesso. 

10. Un complesso connesso diccsi sempHcfmtnle conntsso, se quft 
lunque congruenza chiusa in esso contenuta lo divide in due rtgiom 
cioi se, data una congruenza chiusa 7, possono assegnarsi due rei 
P, Q del complesso, tali die qualunque rigata del complesso 
quale congiunga P con Q contenga almeno una retta della coo 
gruenza er. 

Un caso molto generalc in cui una congruenza divide un com- 
plesso in due rcgioni i 11 seguente. II complesso considerate k, di 
equazione / := 0, 6 chiuso, e la congruenza a 6 la rapprtsenia^iont 
complela dell'equazione ip rr: 0, cio^ ^ il luogo delle rette del i 
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plcsso per le quali ip:=o, essendo ip una funzione intera, razionalc 
o trasccTidente, delle x^, x,, y,, y,. Allura avverri in generaie che 
per cene rette di k, il cui insierae designeremo con k', f h nega- 
tive, per le altre, il cui iasieme diremo A", 6 positive. Poichfe ^ 
riaune sempre finito nel complesso k, su qualunque rigata che con- 
giunge una retta di k' con una di k" vi sari almeno una retta per 
cui 9 ^^ o, ossia almeno una retta della congruen^a u. 



ri. Un complesso chiuso r divide lo spazio rigatu in due re- 
gioni. In altre parole, se un complesso s i chiuso, qualunque rigata 
chtusa che ha comune con esso una retta ne ha comune almeno 
un'altra. 

Per giungere a questo risultato promeltiamo un'osservazione. 

Abbiansi due rigate^, p' di cui nessuna gcneratrice tagli gli assi 
5, n c stabiliscasi una corrispondenza continua ed otdloata tra le 
loro generatrici. Sieno P, P' due generatrici corrispondenti, e desi- 
gniamo le ioro rainime distanze dagli assi i, tj rispetdvamente con 
?r> Pp>; Op, Cp,. Prendasi una serie contioua di valori positivt p che 
vada da pp a pp., ed un'altra analnga che vada da Sp a Sp,, e sta- 
biliscasi una corrispondenza continua ed ordin.ita fra le due serie. 
Detta (p, ff) una coppia di valori corrispondenti, per ognuna di tali 
coppie potremo scegliere una retta avente da ;, n le minime distanze 
p, <r, e ci6 in modo che I'insieme delle rette ottenute sia continuo. 
Un insieme analogo si pu6 costruire per ciascuna coppia di genera- 
trici corrispondenti delle due rigaie p, p'. Ne segue che, date due 
rigate qualunque di cui nessuna generatrice tagli (a distanza fimta) 
gli assi ^, n, si pu6 passare dall'una aU'altra per nioto continuo in 
guisa che nessuna generatrice in alcuna delle sue posizioni tagli i 
medesiml assi. 

11 passaggio da una rigata ad un'altra, che pu6 anche conce- 
pirsi come una deformaxione continua di una di esse, presenta un 
notevole grado di arbitrariel^. Si vede per6 che il passaggio da una 
poslzione ad una infinitaniente vicina {deforma^ionc infinitesimal pu6 
sempre imaginarsi avvenuto come segue. Per le varie rette P della 
rigata si facciano passare del complcssi kp non contenenti la rigata 
stessa, e tali che, se P, P' sono due punti vicinissimi, kp, kp, dif- 
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feriscano di pochisiimo ira loro; e si supponga die U rett^t ? il 
spostj nuDleacndosi ncl complesso kf (*) e descrivendo unasvilup- 
pabiie. 

Dopo ci6 sia dato il complesso chiuso s, e sia P una rctta qoj- 
lunque di csso. Per P e p«r un^'altra rena Q di f si facda passire 
uaa rigau chiusa m; se ti i un'alira rigata chiiua qoaluiujue di cui 
P sia una generatrice, si potri defomare m sino a ponaria a coin- 
cidenza con n senza mai lagliare gli assi I, ij. Supponianio chc n 
abbia comune con ; la sola rctta P; allora vi sar^ una cena po^i- 
zione m' della rigata variabilc in cui cssa avri comune con s un'alm 
rctia Q' olire P, mentre una sua deformaia m" di pochissinio ditfereme 
da essa oon avri comune con s alcun'altra relta. Imagiaiamocon- 
docti per le rctte di m' dci coraplessi non contenenti m', c tali cbe 
i comptessi x, condotti per le rette Q\ prossirae a Q' diSeriscano di 
pochissimo da s; potremo supporre che nel passaggio da m' ad m" 
ciascuna retta Q[ si mantenga nel complesso cornspondenie i, , t 
die le due posizioni successive di essa si intersechino. La Q' si spo- 
sterJL rimanendo in un complesso s contencnte tutte !e rette di t 
che sono nelle vicinanze di Q^, e la sua nuova posizione interse- 
chcri ia Q' stessa. Ne segue che, sc questa nuova posizione non 
appartenesse ad s, Q' farcbbe parte necessariamente (n' 8) del con- 
torno di s, ci6 che i impossibile perchS s, essendo chiuso, non hi 
contomo. Coo d6 i dimostrato I'asserlo. 

Adunque un complesso chiuso divide lo spazio rigato in due 
region!; sc due rette non appartejigono alia stessa regione, ogni ri- 
gata che le congiunge- ha almeno una retta comune con s. 

L'insieme delle rene che tagliano uno almeno degli assi I, n 
costituisce un complesso connesso; poichi esse non ha comune alcuni 
retta con s, esso rimane interamente in una delle due r^oni in 
cut s divide lo spazio. 



(*) In&m sia r la rigati che si consideri, r U sua deformaia. II pas- 
laggid da r ad r poiri coucepirsi avveauio in doe successive fasi : defoma- 
aione di r in ' p^-r modo che una generatrice P dl r si trajformi in una geoe- 
rairke quitsiui ^ di r; c scotrimetito di r »u st »te«a in modo che 1« f* n^ 
a coincidere colln intersezlone P, di r con kp. 
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2. Abbtansi nello spazio punteggiaio due curve chiuse a, b; si 
pu6 proporsi la questione sc esse s'intncciauo o no. Percii> si faccia 
passare per a una supcrficic chiusa o non contcnente b; essa taglleri 
la b in un in:>ieme di punti /. Sc, qualunque sia t, i punii di / 
noQ giaccioDo in una sola delle due rfgiooi in cui a divide a, ie due 
curve a, b s'intrecciano. 

Abbiansi ora nello spazio rigato due congruenze chiuse «, p. 
Per a si faccia passare un compUsso chiuso semplicemenie connesso 
s non contenente P; questa potii avere in coroune con i : 

1. Una rigata. 

2. Un numero finito di rette. 

3. Nessuna retia. 

Se, qualunque sia j, si verifica uno dei casi i, 2, e se inoltre 
le rene comunt a ^ e ad j non giacciono tutle tn una sola delle 
due regioni in cm s k diviso da a, pu6 dirsi che le congruenze «, P 
s'inirtcciano. 

Ci6 significa che non si pu6 ridurre I'una di esse perdeforraa- 
zione continua ad un'unica retta senza venire a coincidenza con 
qualche retta dell'altra. 

Parimenti si dice che una rigata ed una congruenza s'intrec- 
ciano, se, condoito per la congruenza un complesso chiuso qua- 
lunque s, la rigata ha con esso delle rette comuni le quali non 
giacciono in una sola delle due region! in cui s i diviso dalla con- 
gruenza. 

ij. Se in un complesso s si hanno j congruenze a, ji, y aventi 
comune una rigata connessa e, si possono portare a coincidenza per 
moto continuo le parti prossime ad e delle congruenze a, ^ senza 
venire a coincidenza con alcuna retta della congruenza y. 

Ciascuna delie a, p i divisa da e — per quanto almeno ri- 
guarda le parti prossime a questa — in due regioni a', a"; ^', fl". 
La congruenza y alia sua volta divide il complesso s in due regioni 
s', 5", in ciascuna delle quali giacer^ una delle x.', a.", ed una 
delle P', P". Supposto p. es. che a', p' giacciano in s', e a", ^" in 
5", St poiri portare oc' a coincJdere con p' ed a" con p" senza 
olirepassare alcun eiemeoto di y- 
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14. L'applicazione dei concetti esposti alio studio delle funzionl 
di due variabili formeri I'oggetto di ulteriori ricerche. Importaper6 
far vedcre sin d'ora con pochi cenni quale sia rindirizzo che puo 
seguirsi in tale studio. 

Abbiasi una funzione di due variabili complesse definita da una 
relazione algebrica F(x, y\ TJ) = o. Le coppie di valori di Xy j i 
cui corrispondono valori di ^ non tutti tra loro distinti si otiengono 
elirainando ^ tra le equazioni : 

F=o, -5- = ^- 
II risultato deireliminazione i della forma 9(x, ^)=o, ossia: 

K^4> *a» ;'.» y^) + ix(*.> -^i* Ji^ yt) = ^\ 

esso equivale alle due equazioni real! : 

* = o> X = o> 

le quali nello spazio rigato sono rappresentate da una congruenza, 
la congrueni^a di diramaiione X. 

Se, partendo da una retta P, si ritoma alia retta stessa percor- 
rendo una rigata che non s'intrecci coUa congruenza X, la funzione 
riprende il suo valore iniziale. Se invece la rigata s'intreccia colla 
congruenza X, la funzione prende in generate un valore diverse da 
quello che aveva in principio. 

Se^ si scinde in pii!i parti connesse, e se ^ & una di queste, e 

inoltre i priva di singolarit^, tutte le rigate che s'intrecciano coii^ 
e con nessun'altra parte di X possono ridursi I'una aU'altra per mow 
continue senza venire a coincidenza con alcuna retta di X, e quindi 
sono fra loro equivalenti dal punto di vista delle permutazioni che 
introducono nei valori della funzione considerata. 

15. Per trattarc un escmpio semplicissinoo, prendasi la funzione: 
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La sua congruenza di diramazione h composta dei due piani : 

Se supponiamo a reale la prima di queste equazioni diviene : 

Prendiamo una rigata piccola a piacere, che giaccia in prossi- 
miti del primo di quest! piani e che s'intrecci col medesimo. Tale 
sarebbe per esempio un iperboloide di rotazione ad una falda avente 

per asse una retta 5= — > Yi = r (che si suppone positive), avente 

la linea di gola, di raggio arbitrariamente piccolo p, sul piano ^y), 
e la cui generatrice abbia sul piano stesso un'inclinazione a molto 
prossima a 90°. La generatrice di questo iperboloide la cui proie- 
zione orizzontale fa coll' asse ^ un angolo a> ha le equazioni : 

9C0SCi> 



I : ^ 



h- p sen w h P sen a> 

a a 



^sencd 



^ + :: ^ = i> 



C — p cos CO r — p COS w 

dove <T zz: , sicchi essa rappresenta la coppia di valori 

I — i(j cos w I + idsen a* 

x = — > . y = 



I , • "^ C — p COS w 

h P sen w *^ 



II valore della funzione ;( su questa retta & : 



- - / I — i<j cos w . / I + > <y sen o) , . . 

ri. 'r^ — pcosw ' * 



P 

h P sen CO ^ 

a, ^ 



. / — fl, p sen CO — / <T cos co w / ^ "^ ^^ ^^^ ^ h * A • 

r 1 ! r c — p cos CO ' * * 

h p sen CO ^ 

a 

Rend. Circ, Matem,, t. IX, parte i*. — Stampato il 7 febbrajo 1895. 1$ 
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prendrado r«f)golo c in modo che si« ozs^-^a^f^ si ha : 



r I + tf , p sen 0) 



./ [i-bAc 



y^M/ L- — ^(g — pcoso) )] + i[-^ *,i: + p(*, cos w — a, scntt)] 



C — p cos 0) 

Se facciamo : 

^ =/>(w), 

I + fl, p sen 0) ^ V '' 

i/[i ~ ^(g ~ p cos tt)r + [~ ^g + KK cos 61 -> g, SCO »)r ^ j(i>), 

c — p cos« 

— *a^ + P (*a COS 0) — fl, sen ») -v , v 

^ I — *i (g — P COS w) ^ ^ 

avremo : 

dove />(co) e ^(<k>) sono positivi purchi a^ sia positivo e p sia abba- 
stanza piccolo, e la radice s'intendc presa in valore assoluto. Ora 
si ha : 

/>(2 7r)=/>(o), q(2T) = q(o), 6(21^) = 6(0) + ii^, 

dove it & un numero intero positivo, ouUo o negativo; ma, siccome 
pu6 sempre prendersi p abbastanza piccolo perchfc 6(a)) per tutti i 

valori di a> resti prosslmo quanto si vuole ad arctg \ , cosi sari 

necessariaoiente it = o, e per conseguenza : 

(V — ^ C — ■"" i • 

Cio6 la :( cambia di segno qunndo si sia percorso per intero 
riperboloide considerato. Lo stesso ayverrebbe per ogni rigata ch^ 
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s'inrrecciassc col secondo piano; memre una rigaia che s'intrecciasse 
con ambidue i pjaaj lascerebbc la ^ malterata. 

i6. Se n A il grado rispeno a ^ dell'equazione che !a definisce 
come ftinzione di x, y, imagmando « spazi rigati. coinddenti e con- 
giungeaiisi fra loro in modo opportuno lungo la congruenza di dira- 
mazione, si potri tentare di stabiUre una teona analoga a quelU 
deile superficie di Riemann (•). 

17. Sia ^(t, v) una funzione continua e ad un sol valore; essa 
prendera in generate ciascun valore per una doppia infinite, cotitinua 
o formata dt parti continue, di coppie di valori (jf, y), ossia, nella 
nostra rappresentn/ione, sopra una congruenza. La congruenza sulla 
quale ^ diviene infinita dicesi eon^rucn^^a singolart o. 

Sia ora x una congruenza cliiusa non avenie alcuna retta co- 
mane con ff; imnginando la k decomposta in elemeoti (n" 6), si 
fonni il prodotto del valore di ^ su ciascuna retta di ot pel valore 
di dxdv relative aU'elcmento aventc quella retta per origine. La 
somfna di, tali prodotti si dice integrale doppio di ^ esreso alia con- 
gruenza «, e si denota con ff ^dxdy (•*). 

£ facile ditnostrare : 

Che, se la congruenza a non s'intreccia colla b, I'integrale 
esteso alia <t i nuUo; 

Che, se due congrucnze chiusc x, p s'intrecciano colla « ma 
possono ridurei I'una all'altra per moto continuo senz.i venire a coin- 
cideaza con alcuna reiu della 9, i'integrale esteso all'una od all'altra 
dclle due congrueaze ha uno stesso valore. 

Dopo ci6 abbiasi una congruenza chiusa x che s'intrecci colla a; 
UD complesso qualunque s contenente x avr^ in generale comune 



(*) Su!Ie fuiuioni algebriche di due variabili vedasi ilhvorodi Picard: 
Uimoirt sur la tbiorit des fonetioas algihriques dt deux variables, Joum. de Math. 
■.IV, t. V, pp. iji-jiq. 

<**) P«f breTJU abbUms fatio uto qui del linguagglo del metodo bfrnite- 
rinnle; noa v*ha del mto alcuna diiTicoliA ■ risuMlire U forma esatta della do- 
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con o una rigats r composts almeno di due parti situate nelle die 
region! in cui s h diviso da k. 

Se in J si prendc una congnienza chiusa ^ che scompoogir 
nello stesso mode in cui la scompone la a, gli tmegrali eslesiadi 
e a ^ saranno uguali. Sia r' una delle due pani in cui i divisar; 
se per r' si fa passare un complesso t il quale non contenga aloi- 
n'altra rerta di a posta ndle vidnanze di r', e se in quests com- 
plesso si prendc una congnienza y tale che i soli dementi di 5 posti 
in una dcUe regiuiii in cui y divide t sicno le rette della rigatar', 
rintegrale esteso a y saii ugualc aU'imcgrale esteso a p, e quinii 
all'jntcgrale esteso ad a. 

Per dimostrare cib, bai.ta far vedcre che si pu6 passare di f 
a Y per moto continuo senza venire a coincidenza con alcuna retli 
di 1; ora la possibility di tale passaggio risulta da quanto si i deCIo 
nel d" tj. 

Cosi il calcolo dell'iDtegrale esieso ad ot si riduce a quello dd- 
I'integrale esteso a y (*); resta da vedersi come debba scegliera t! 
complesso / per semplificare il pi6 possibile I'tntegrazione. Prendiatno 
come complesso ( I'insienie dei piani proit'ttanti le reiie della rigiia 
r' sul piiino SC; 1^ congnienza y si comporri di un'inliniii scmpjice 
di inviluppi posti rispettivamente in questi piani, E poichi suciascuno 
di questi inviluppi la x i costante, I'integrazionc doppia vcrri ridot 
alia successione di due integrazioni scmplici (Jf^dxdy=fdxJzii;A 
di cui la prima si bri sommando per ciascun Jnviluppo i prod< 
Jl^dy relativi alle sue rene, la seconda raccogUendo insiemc i rin 
tati cosl oltenuti per tuiii gli inviluppi. 



MamovA, 1) dicembre 1894. 



G. ViVASTI. 



(•) Cfr. U Memori* citat* di Poinort Sugritnegrali doppi vedi m 
Poincar*. Cotnpics-Rcodus. t. 101, pp. 101-304; Pic»rd, ivi, p[ 
410-412. 



UN TEOREMA DI MECCANICA. 



Nota di Pietro Burgatti, in Roma. 



AdanaoM deirs luglio 1894. 



Nei Comptes Rendus del 6 marzo 1893 si Icgge il seguente teo- 
rema di Meccanica del sig. Staeckel comunicato aU'Accademia dal 
sig. Darboux: 

c Sieno q^, q^^ ... ^^ le variabili indipendenti che definiscono 
la posizione di un sistema di punti; poniamo 

9^— dt ' ^'— dt ' "" ^''— dt 
e sia 2 r la forza viva definita da 

2T=Y au-^c/liA. (*, X= I, 2, ... n) 






Sieno inoltre 9*,x(?*) (P^^ ^f Xzz: i, 2, ... n), n* funzioni di- 
pendenti dal solo argomento indicato, e si rappresenti con O il de- 
terminante formato con le dette funzioni; onde si avri : 

N 
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essendo O^^^ il complcmento di 94^^. G6 posto, sc 



y(h,x^9k^9} 



h riducibile alia forma 



allora, oltrc Tintegralc dcllc forzc vive 

esistono altri n — i integrali oinogenei del 2° grado, cioi : 

essendo nulla la funzione delle forze ». 

Nella presence Nota mi propongo di dimostrare die il leorema 
ha ancora luogo quando esiste una funxione delle forze ridudbtle 
alia forma : 

essendo /,,/,, . • . /, ^ funzioni aflfatto qutlunque del solo argo- 
mento indicato. Gli n — i integrali omogenei quadratici, da unirc 
a quello dellc forze vive, sono allora i seguenti : 

nei quali 

II tcorema, come si vedri, corrisponde al caso che Tequazione 
alle derivate parziali d'Hamilton sia intcgrabile colla separazionc 
delle variabili; ha pcrci6 qualche importanza solamente, quando si 



S 9S IVrCbSUL S^XTZXS itdsaBior ^ SKCir 




TTiuri t::!. zs^zt «r:n:*m.. zsi e scr ^5 



Alcam SCSI iaoo jl ^u'^ui ixajy di ^2 



pnnu uci pcDiMBi. 

I* DnmCTiinoag, — St cau&kri I i« 



CO 6 C 






(l) ♦ = 

J 



^ 9^ ^^ • - - •»« 



4 



coBoposto di •* fimzuni, ciascima delle quali andene !e 

9i > 7a > " - 7>* ^^ *^ "''^ proprieta dei determiointi a huino 

ddle serie di rebzkni come qacste : 

che » possoao ancbe scrivere: 

ira?^+*a?^,^ •• -^ ♦a?,,-*'- 



ia8 
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Dando ad s i valori 1,2, ... r — i, f + i, ... « si otticne 
una serie di n relazioni; se poi si attribuiscono ad r successivamente ' 
i valori i, 2, ... n, si ottengono n serie di relazioni comclapre- 
cedente. Poniamo per breviti 



(2) 



I d^ 



O d<p^. 



= P 



i^ 9 



e (issiamo i ragionamenti sulla serie di relazioni controdistinta dal- 
Tindice r. Moltiplicando queste n relazioni rispettivamente per le 
costanti arbitrarie a,, a,, ... a^ e sonunando si otticne Tidentiti; 

Dando ad r successivamente i valori i, 2, . . . fi si ricavano 
dalla precedente n identity, che sono appunto quelle che servono 
alia dimostrazione del teorema proposto. 

Supponiamo, infatti, che nel determinante (i) le 9 della i* linca 
sieno funzioni della sola 9,, quelle della 2^ funzioni della sola 
q^ ecc; e dicendo 6 una funzione delle q^, y,, ... q,, poniamo: 



(4) 






(|^) = 2i?.-«. + 2/.(jO 



dove le /, , /, , . . . /, sono rispettivamente funzioni del solo argo- 
mento indicato, del resto qualunque. La tunzione 6 ^ cosl detenni* 



nata, e Tespressiooe 

h UQ differenziale esatto. Integrando, si ricava la 0. 

Sostituiamo allora nelle n identity (3) i valori dei termini 

^?M*< ^^^ ^^ ricavano dalle* (4). Pdnehdo, in generale, 

Ur = P^J^ (?.) + P. J. (?,)+••• + P„J. (?.). 

si ottiene : 

,.(|i)V.„f^)%...+.„Q=.(..+.o 



PosSfTitAo d'linqlie sostftAire' qiiesto si^tetna d^'eqiiazibtii * at si- 

G6 posto^ un siscema di punti in moto sia caratterizzato' d'aQa 
funzione delle forze U^\ e supponiamo che siasi riuscito apor^e'ta 
scfMTohsa vtva'sottb la fonriif" 

la £7, e le /> avendo le espressiorii' so{}r^ cfifisiderate. 

Per formare Tequazione alle deriVate parzfaK di Hamilton 
Rend. Circ, MdUm,^ I. IX, parte i*. — Starapato I'S febbrajo 189J. 17 
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btsogna poire, come i aoto, 



(so 






(love q', rappresenta la derivata di f, rispetto al tempo /. 
Applicandola al aostro caso, st ba : 



(6) 






e quindi I'equazioDe dt Hamilton 
diventa 

che coincide colla prima delle (5). 

Per integrare questa equazione siistituiamo al posto di k, 
spresstonc data daU'identiti (j); t facile allora vedere che si 
sono separare le variabili, e che, separate, si ottiene il sistema (^ 
Da questo sistema, in virnli della formula (6), si possono ricavaf 

le velocity -^ , ecc, 
at 

Ma, per quanto h siato detto, al sistema (4) i sosdtuibile j 

sistema (;); dunque, se in questo sistema d'equazioat sostituiaia 

dO 
a -^ — I'espressione data dalla (6), si otteiranno gli n integrali ptini 

del nostro probleitia dinamico. Bffcnuando tali sostituzioni, e rai 
mentando I'espressione di />,_, si ottiene : 
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essendo 4^j^^ = ^ — . II teorema proposto 6 dunque dimostrato. 

Saremmo giunti evidentemente alio stesso teorema, se fosse stata Ur 
la fuDzione delle forze, e T posta sotto la forma : 

-i[t(#y-i(#)>--i(^)"]- 

2* DiMOSTRAZioNE. — Proponiamoci la questione seguente : Ve- 
dere quali funzioni devono essere h^, e £7^, perchi il problema di- 
namico di un sistema di punti ammetta gli n integral! che si rica* 
vano dal sistema d'equazioni 

(7) *..r/>* + *a.r/^a + . . • + b^rPl = 2iU, + CL,), (r = I, 2, ... «) 

ove 

coUa nota formula ($'). Evidentemente si riduce a quest' altra : Come 
devono essere le funzioni h^, e U^ perch 6, ricavate dal sistema pre- 
cedente le p in funzione delle y, I'espressione ^p,dq, sia un dif- 

ferenziale esatto? 

Per cose note si hanno le — ^^ condizioni: 

2 
, rr rr\ '^- /^ H,d H. d H, H\ 

(H„ H.) = X (^' 3^ - 3^' -3^) = O. (da a= X .d a = .) 

avendo indicato con H^ il i° membro della (7) quando vi si ritenga 
trasportato anche il termine 2 U^. Ponendo in luogo di ^— ^ , -^ — - , 

a H, o Hg ,1 • • • ^« 

-5-7-^ , -VT^ le lore espressioni si ottiene : 



od anche 



■P.- Pm^b-f^^.' 



Dovendo essere verificata idendcameote, si ha : 



b ^ — b ^-' — o 



(fl = I, 2, ...• 



(8) 



, dK 



db. 



•»< 



dq. 



~~ *y TJT"' — ° Xft> «■ = I. a, . . . «, a j^<7 



^ 



. at/, . dC7._^ 



(a = I, 2, ...i) 



che sono appunto le condizioni alle quali devono soddisfare lefim- 
zioni h^, e 17, per rispondcre aila questione proposta. 
Consideriamo la prima. Possiamo scriverla : 



wMk)-- 



dalla quale si ricava 



*^r = *v?(^^°?/0 



intendendo, per brevity, cpq f |[non j'J un^ funzione delle q non 
contenente per6 la variabile q^. In mqdo geaer^le dunque, tali 
coefficienti per soddisfare la i* delle (8) devono essere cosi fonnati: 



(9) 



*,.. ?... (non 9i)> K' ?^. (°o° ?0 . • • • Ki ?*. (no° jO 
*M?M(non?.)> *... 9..1 (non ?J . • • • *n.9^(9pn?J 



I V''-^"^" ^•'^' *M?»^(nofl?.). • • • l>^,9.^(poa q^ 
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ove le h^^ > ^a,i > • • • ^«,i sono qualunque, e qualanqae sodo 

Passiamo adesso alia 2* delle (8). Sosrituendo a h^y A^, 
*<,r> *M> ^^ ^spressioni ora trovate, si ottiene 

ossia, 
dalla quale 

Notando adesso cbe 
si pii6 aggioogere 94^*3^ ^ to^crc f^ ;i > ^ ocricnc allora £idl- 



J- log A^ = - ^log(?^9,, — ?,,tj, 
dalla quale 
(10) ?^o^ — ?^?^ = ^E(poa «.), 

Scambiaiido tra lore g^ lodici a ed i, u hz locora 



( loO ?^ ?-^ — t-r t^ = A "^ ^ (**" ^^ 

Queste dike cc«adizk«2i drrocio ^nMmUft per tooe k Offie 



^u 
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Se 



*m = *a,i — • • • = *«,,i = Hy 



le due condizioni (lo) e (loO si riducooo ad una sclz : 



00 



9^ 9t^ — 9.^9<. = -jj ^(non 9, . o«» ?0- 



La terza poi delle condiaoni (8) diventa 

dU, dU, 

la quale, notando che f^ e f^ Don contengono la ^^^ si pu6 anche 
scrivere 



(12) 



?M ^r — ?-^l^, = ^(non f J- 



Abbiamo cosi trovato in tennini finiti le condizioni alle quali 
devono soddisfare le funzioni A,^ e U^ perchi esistino gli n mte- 
grali omogenei quadratici accennati. 

Ci6 posto, consideriamo 11 determinante ^ dato dalla (i), nd 
quale per6 riterremo sosrituita la lettera ^ alia f , giacchi la 9 i 
stata qui adoperata con diverso significato. Allora per una nodssimi 
formula dei determinanti (B r i o s c h i , Teorica dei Deierminanti, 
pag. 11), si ha 



(13) 






d^ 



Se dunque prendiarao if r= — e in generale 9,^ = ^j— , la 

condizione (11) i verificata. 
In tal caso la (12) diventa 



ao „ ao ,. 
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Ora si vede subito che ponendo in generate 

essendo ftt f^^ • • • /« funzioni arbitrarie c ^^^ z= — jr- , la con- 

dizione precedente i soddisfatta. 

Facendo infatti le sostituzioni e ponendo in evidenza le funzioni 
arbitrarie, si trova che il coefficiente di /«(;J 6 nullo, e che quello 






il quale, per la formula (13), risulta indipendente da q^. Giund a 
questo puntOy con ragionamenti analoghi a quelli fatti nella i^ di- 
mostrazione, risulta subito la verit^ del teorema proposto. 



Roma, luglio 1894. 



PlETRO BURGATTI. 



I^fc 



3ULLB FRAZIONI CONTINUE ALGBBRICHE PBRIODICHE. 



Nota di Emma Bortolotti, in Bolc^a. 



A4a«fMft Al I) gfaaajo iSff. 



Tutte le dimostrazioni che dal Lagrange in poi si sono date 
suUa periodicity della frazione continua in cui pa6 svituppatsi uaa 
radice di un'equazione di 2"* grado, si riducono a constatare che i 
denominatori ihcompleti debbono essere, da un certo punto in poi, 
numeri interi positivi inferiori ad un liraite determinato. Tale ragio- 
namento non puo manifestamente estendersi alle frazioni continue 
, in cui possono svilupparsi le radici di equazioni di secondo grade i 
cui coefficenti sono polinomi interi di una variabile x. 

M'i sembrato interessante vedere se anche in questo case il 
teorema trovato dal Lagrange poteva applicarsi. A tal fine ho 
preso in esame la frazione continua : 

<y, =(fl, , a,, jj, . . .) 

in cui fl, , fl, . . . sono funzioni lineari di una variabile x\ ed ammet- 
tendo la convergenza della frazione continua (*); e considerando che 



(•) Per un teorema del prof. P i n c h e r I e (R. Ace. dei Lincei, L V, s. IV, 
5 maggio 1889) una frazione continua della forma indicata, e periodica, ^certa* 
mente convergente per valori della variabile x abbastanza grand! in modulo. 
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Tina frazionc continua 4 certaiuente periodica se la frozione che si 
ottieoc tralasciando ua certo numero di denomiaatori riproduce la 
frazione data, ho cercato di ricondurre a questa verifica 1^ ricerca 
della condizione affinclii la radice di un'equazione di 2" gra^ possa 
svilupparsi in frazione continua periodica. 

A tale scopo ho incominciato col cercare la condi^ione neces- 
saria c sufBciente afEncht due funzioni possano svilupparsi 'm fra- 
zioni conlinue che da un certo punto in poi abbiauo gli stessi divi- 
spri parziali. 

Con una seinpltce appIicazioQi: di quella cundizione ho potulo 
dimostrare il ^eguente tcorcma che mi senibra (lolevole 1 Condiiiottt 
ntftssarie e suj^cititlf affinchi la radict di un' equaiione di 2° grado a 
coefficienti inUri in x passa svilupparsi iti fra:Jone continua periodica 
i che si posset risolvtre con poHnomi inUri I'equa^ionc indettrminata 
di 2° grado 

daw A e U distrimtnante deW tquaiioue data. 

II teorema di Lagrange non i dunque applicablle, in g^Q^ 
rale, alle cquazioni algebriche di 2" grado. II caso delle frazioni con- 
tinue numeriche & incluso come caso speciale; si t cosi implicita- 
mente trovaca una nuova dimoitrazione pel teorema di Lagrange, 
ed h resa inolire manifesra la dipendenza della periodicity della fra- 
ziooe continua dalla risoluzione dell'equazione Pelltana , mentre 
Bnora non si era considerate che la dipentienza inversa. 

Supposto poi di avere un'equazione algebrica di z" grado di cui 
una radice si possi svolgefe in fra^jope cop^inui) periodica, ho di- 
moMrato che anche I'altra raJice potri svolgersi in frazione continua 
pnnodica eoi medeiimi pcriodi scritti in ordine inverso. Per questa 
diinostrazione rai sono giovata di alcune considerazioni trovate ilal 
Gerono sulle frazioni continue inverse, e ricordatc dal Catalan 
nel l" fascicolo 1894 del giornale di Battaglini. 



1. Siano iiai funzioni t, , e, le quali si possano sviluppare 
Rtitd, Ore. Mjltm., l IX, parw 1',— Sumpito il 9 fcbbr.ijo 1895. i^ 
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condo gli algorinni 

I + a, o, =: o, [ — 1 + a',t, ^ t, 

I — 'i + "i *i = •) > I — *! + '^ ^. ■ 




che supporrcmo convergenti. 

La condi^ione ttecessaria t su^kienu affinch't negli sviluppi kWt 
funiioni i,, i, . SKondo I'algorilmo cos} dffinilo, lulti i fattgri linari 
cbe man mano st vanno Irovando, ad ecce^iont dt un numero finiU ii 
tssi, siano i mtdesimi per It due fun^toni, e che queste si ottcngcns 
I'una dttll'aUra mediante una sostilu^ione Untart 
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da cui 

■ ~ (q; (2-. - 12;-. Qj«. - ip;Q,-r - p'^-r fi-) • 

Dunque <x, si ottiene da e, mediante una sostituzione lineare il 
cui determinante & manifestaroente uguale all'unit^. 

La cokdizioke £ sufficiente : Siano <r, , s, due funzioni della 
variabile x tali che si abbia 

«, := T-^ 1 con ad — be = i. 

' c — a <x, 

Dico che, neiripotesi che tanto e, quanto <r, si possano svilup- 
pare in frazione continua convergente, da un certo punto in poi 
tutti i divisor! parziali dovranno coincidere nei due sviluppi. 

Supponiamo intanto di aver sviluppato (r^ in frazione continua, 
avremo : 

Pm -Pm-x ^i»4-i 

sosdtuendo : 



cQ. - dP, - (cQ^, - dP^,)-n^, -S-S'-n 



tiH-l 



in cui i RS' — R'S= i. Ora siccome la n^, i una funzione del 
grado — I in jc, che non dipende per niente dai primi m divisori 
incompleti fl, , fl^ , . . . fl^ , ma solo dai successivi fl^, , fl„^^ , . . . > 

R^ R 

se proveremo che -^7 , -^ sono due ridotie consecutive nello svilnppo 

di 8|, sar^ dimostrato Tasserto. Ora si ha 



Ma fl e t rapprcscntano due poUiiomi iateri in x, nella diflt- 

rcnza , «, (poichi ndn i -r- ^ «,) potranno duaque annut- 

latsi soliamo alcuni termini in numero finito; se lo sviluppo H qucu 
differcitta m serie di potenK iwgative di x iBComincia coo I'cspo- 
nentc — v, dispOrremo di m in mado che 9tfl 2 w > V. 

Saremo allora certi che lo sviluppo in serie della firazione 



(t-.)-(^^-) 
(t-'.)-(^+-) 



incooiincia col lennine i. Lo sviluppo di 



"F 



iocomiaceri con 1 



a. 

2^- 



stesso termine col quale comincia ijuello di 

Ma J2« * un polinomio il cui grado in jc i di un'unitS sript- 
riore al grado di 2— 1 . ^"rA diiiiqiie hnche il grado di if supcrioce 
piT uo'uniti a qucUo di /?'. Siiuilnicfi^e si proverebbe che il grad 
di S supcra per un'uniti queilo di S', 

Da questa dimostrazione e dalla propriety 



RS' 



■ SR'=:l 



multa che R ed S sono primi fra loro 1 
per un'uniti queilo di R. 

Si cousideri ora la diffcrenza 



che il grado di S supettl 



R 



Se S i del grado (*, S' & del grade (t — i, la ti_^, ft del grado ' 
— I, la frazione del grado — (zfi -f- i), dunquc la differeuza s, — -=- 
sviluppaia in serie ili potenze negative di x comincerebbe col ttr-, 
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tfine 4i gra^d -^ (2 [i + 1). II suo denominatoTe 4 di grado (x, 
dunque 6 vefatoente la (i."* ridcJtta <li e,. 

J?' 
Similmente si diraostrerebbe che ^ i la ridotta d'ordine (a— i, 

duiique i pro^ato quamo $i voleva. 



n. 

2. Data una fun^ione a, formando il sistema*: 



(0 






pu6 awenire che la successione a, , «,, . . . ii^, . . . sia formata con 
un inimero limhato di elementi che ^i riproducono periodicamei te ^ 
nel medesimo ordine. 11 periodo potri incominciare subito tol primo 
tennine, o dopo un nuroero determinato di termini; la frazione con- 
tinua corrispondente nel primo caso ^dicesi periodica semplice, mista 
nel secondo. 

Sia una funzione <r, che possa svilupparsi nella frazione con- 
ttnua periodica mista 

(a) d, = (a, , fla, . . . tf,, b^j b^f .... bpf *, , . . .)• 

Indicando con t) la frazione continua periodica semplice 

D = (*,, ^, , ... ^^ ,*,,.. .) 
avremo: 

la quale ci dimostra che : St una fun:(ione <t, (jc) pud svilupparsi in 
frazione continua periodica fnista, mediantt una sostituiiont lineare, a 
dettrminante uguale alVunita, pub trasformarsi in una fra^iotu continua 
periodica semplUe col *fn$d$simo piriodo. 



I+i 
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J, Dimasiriamo orn che : La eondi^iont natssana i lu^tinit 
affimbc u«a fun^ionf >?, (jc), svHuppala itcondo I'algoritmo iMdiailo,dit 
originf ad una fra{ioni contimta periodica, I cht sia radtie di un'iqat- 
lime di 2° grado a cotffitievti inleri in x: air' -f-ic -(-c:=o, nrlla 
quale sia possibiU la icomposiitone del cotfficteiae h in dmt parti t, +i, 
in modo che si ahbia ac — ^, i, =: i . 

4. La COKDUIONE t NECESSARIA : Sc U fraztone coottDua cut s, 
di origine h periodica semplJce ed h a,, 0,, ... a^ il peno<K 
avremo per la o, verificata I'eguaglianza : 

l^-X-C^^ + jy", +i", = o 

il cui detenninante i evidentemenie uguale ad i. 

Se poi la frazione continua k periodica mista ed k d,, a,, 
ft, , i, , . . . fr, > ft, , ft, , . . . 1.1 serie del divisori parziali, chiamandd 
n la fraztone coniJnua periodica semplice che si ottiene tralasciaodg 
i prinii m termini, avremo, per la formula (j): 

__ P.-Q.\ 



Ma anche spezzando U serie dopo il prtmo penodo, si 
avuto la frazionc comiaua n, cui solamenie mancherebbc it prima 
periodo, il che non inHuiscc essendo I periodi in numero intinio]^ 
SI avri dunque : 

e quindi : 

I (.Q.a.^.-Q^.Q.^)<- 

il cui dclerniinanie k evidentemente uguale alt'uniti. 
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5. La condizione £ sufficibnte : Si abbia I'equazione di 2'' grado 

(5) fl<j* — *a + c=zo 

ia cui supporremo possibile la scomposizione di b in due parti b^ + b^ 
tali che si abbia ac — b^b^=, i, 

Potremo scrivere Tequazione data sotto la forma 

b^(j — c 



a (J — i, 



Una funzione che sia radice deU'equazione data dovr^ dunque 
trnsformarsi in s^ stessa mediante la sostituzione lineare <r = 5<r a 
determinante uguaie ad i. 

Si immagini una radice a, di questa equazione sviluppata in 
frazione continua e suppomamo che questa frazione continua sia con- 

P 
vergente. Se -Jr h VfT* ridotta si avri 

(6) a.=^^--^-^ 



(l.-Q^^^n 



td eliminando o, avremo : 



(7) 



A — B-n 



A-B.-n 



in cui h AB^ — A^B^rz i. 

A B 

Se dunque dimostreremo che -j- , -=.- sono due ridotte conse- 

cutive nello sviluppo di ri in frazione continua, la formula (7) ci 
mostrer^ che da un certo punto in poi la successione fl^, , a^,, ... 
riproduce tutta la successione primitiva a, , a^ , . . . fl^ , . . . ; la ri 
potrii cosi svilupparsi in frazione continua periodica semplice e la <r, , 
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per U fionnula (6) npfxcscnteri una periodica mista con lo aesjo 
periodo della i;. On si ha : 



IIZ. 



I 



P. 



+ * 



Q,<L..J^. 



(£)■ 



+ b^ +c 



P. 



Ora, qualunque sia m il quoziente jy h sempre del grado — i. 

P. 



II grado V del quoziente 



•s + * 



(£)■ 



+4+. 



- i duoque iadipoh 



deote da ». Potremo quiadi senate disporre di n in modo che sia 
2 « — I (grado di j2. On i) maggiore di v. Saremo allora certi che 
lo sviluppo in serie di poteoze decresceati di x della frazione 



I — 



4+' 



ae^, 



ikh^k^' 



A 

incomincia con Tuniti. Dunque lo sviluppo di -»- comioceri conio 

stesso termine di quelle di Jr"— . Ma il grado ^\ Q^in x ^ superiore 

per un*uniti a quelle di 2— i > anche il grado di A supcrerj^ quelle 
di B per un'uniti. Analoga dimostrazione potrebbe ripetersi per 

Si consideri ora la dilferenza 






A,-AXA.--B,ny 
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Se A^ h del grado jji, 5, h del grado (a — !> yj 4 del grado 

A 
— I, quella differenza i del grado — (2(a + i). La -^ i duaque 

yeramente la ridotta d'ordine (x"<» nello svUuppo di >). 
Cosi 



__^ — 



5, - Sr(^. - 5. ») 



D 

i del grado — (2(ji— i), dunque -^ i la ridotta d'ordine (x — 1"**» c. d. d. 



6. Per la condizione ora dimostrata, affinchi una ftraztone <t, , 
che h radice di un'equazione algebrica di 2** grado: a<T* + 2i<x + ^=^0* 
possa svllupparsi in frazione continua periodica i necessario e suffi- 
ciente che il polinomia fr possa scomporsi nella soouna di due fr^ + A, , 
in naodo che si abbta dc — KK^- ^^ 

Sk hanno dnnqcte le due equazioni : 

3, + ^a = 2 fr, h^b^zzzac — I 
dsL cui : 

b, = b + yy — ac+i, b^ — b — \/b' — ac + i. 

Ma J, , b^ debbono essere polinotni raT^ionaU ed intert in x; si 
vede che, xffinch^ la scomposizione sia possibile nel niodo richiesto, 
occorre che la quantity sotto il segno sia un quadrato perfetto. Ma 
b* — ac h il di.>criminante deirequazione proposta; potrh dunque 
sempre svilupparsi in fra:(ion€ continua periodica una jun:^ione 7 cbe 
sia radice di un'equaT^one di 2° grado il cui discriminante aumentato 
di un^unita sia uguale al quadrato di un polinomia inttro in x. O, 
piu genenilmente, si potranno considerare le equazioni che, mediante 

/I y\ _L_ h 

sostituzioni della forma : (s = — j^ , dove fl, , i, , c^y rf, sono 

polinomi interi qualunque, si ottengono dalla proposta, e cercare se 

Rend. Circ. Matem., U IX, parte i*.— Stampato Tii febbr.ijo 1895. 19 
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per una tale cquaiione : 

(«< + 2tc,a, + cOit' + 2 (««,*, + l'h,c, + a,bd, + cc,d,)-i, f " 

la condizioDC enuaciata t soddisfana. Ora in una ule etjuazione tt 
discriminante ha la fonna : 

{b' ~a£)(a,d, — b,c,y, 

indicando con A U discriminanie ddt'equazione data e con u il de- 
tenninante (o,d, — fr,c,) della sostituzione dovr^ cssere soddisfattJ 
la coadizionc : h 



(8) 



Au'+ i^v- 



dove u t V sono polinoml interi da dtiterminarsi. 

Manifesiamentc poi, ogni qualvolta quest' equazione indeiemu- 
nata di 2" grado possa csser risoltj coa pollnomt interi, la perioJi- 
citi della frazionc coatinua rimatiL- provata, perclii, trovato il vaiore 
di K, per formare una sostituzionc linear^ di detemiinanic u, baste- 
rebbe poire c:^ — kji; e, nell'equazione ai\' — 2^71 +c^o risul- 
tante, l/^^b, + b, con b^::^h + v, b,:=:b — v perchi fosse verifi- 
caia )a condizlone ae — f',b,^ i. 

E sc I'equazionc stessa noo potesse risolvcrsi con polinoaii in- 
ter!, per quanto abbiamo deno, la frazionc comiaua oon potrebbe 
esscre periodica. 

Tutto si riduce dunqui alia ricerca dilla possibitit'a di risolu^iont, 
mediantt poHnomi inleti, dtll'tgua^ioni indeurminata di 2° 

(9) Au'+t=v'. 



7. Si consideri p, es, I'equazione : 

y' — 2y(x— i)-i- 2 = c 



II discrimtnantc di 



quest' cquazione i: A=:x' — 2X — tJ 
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dovri dunque risolvere con polinomi intcri Tequazione : 

«!*(«* — 2JC— l)4-I=V*. 

Quest' equazione potr^ esser ridotta immediatamente ponendo: 

a*=ijc* — 2X+i> u = X — I 
perchi allora risulteri: 

V* = (jc* — 2 jc)*, v = X* — 2X. 

Dovremo dunque trasformare Tequazione data mediante la so* 
stituzione : y =^(x — i)<i. Si avri cosl Tequazione : 

(j*(x — i)* — 2(x — l)*<J + 2 = 0. 
Scomporremo il coefEciente bz=z(x — 1)% nella somma dei due : 

bj = b + v=z2x^ — 4*+i> b^=:b — v=i. 
Allora si avr^: 

<X*(X — l)* — (2X* — 4JC + l)<I — (J + 2 = o, 

in cui il determinante & = i. Le radici deU'equazione data, do* 
vranno dunque essere sviluppabili in frazione continua periodica. Si 
pu6 anzi determinare immediatamente il periodo osservando che pu6 
scriveisi : 

I 2 — a 



2(x — i) — (x — 1)<J — 



• 



X — I 

Chiamando con y) la seconda frazione del secondo membro, 

avremo : <t = y| od anche (x — i)<i = y). 

X — I ^ ^ 

Dunque sostituendo: 



2 — 



X — I 



*— I » . I X— I , . 

2(x— I) — D — (^— — 



x—i ^ ^ 2(x — i) — 'n 

che verifica appunto la periodiciti accennata. 
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S. Sc il discrimiiuntc A noo dipende da x, doi si ridua id 
un.i cosianie numerics, la equazione (9) i am ordiiuni e^uasoot 
PcUiana chc si pu6 semprc risolvere. In particolare rimaae cosi di- 
mostmto con nuovo raetodo il itortma dotmto al Lagrange idaiivo 
alle radici di equaziont di 1" grado a coefSdcnti anmerici. 

Ma se il discriminante A dipcnde da una variabolc x, aalla pub 
clirsi sulla passibilid di risoluzione dell 'equazione (9) potcfai inmi 
metodi di dtmoscrazione e risolu'tone adoperati tinora per requasone 
Pelltana, riposanu esdusivameme sul concetto di numcro inteni t 
positivD. Si pii6 iMservare ttnzi che: Ntl cato m cm il discrimvuait 
A sia di grado impart in x, Vtejw^icnt (9) 't certamatte tn^tftU/e 
eon polinomi inttri. 

E questo risulia evidenie dal faito che il tennine At^ i is al 
caso di gndu impari in x, il tcrmine o* di grado pari, U loco Mt- 
renxa noa pu6 ridursi aU'uniti (*). 



9. St una dellt radici di un'tqua^ione di 2° grado a t 
inttri in x si pud tvilupparr in fraiione coniinua periodica , I'aUrt 
radict si polrb sviluppare in fra;;ii}ne pure periodica il cut periods i 
formato con gii tUssi elemenii preti in ordtne inverse, ebe coslituivane 
il ptriodo della prima. 

La traaionc condnua in cui si pu6 sviluppare U prima radicq, 
sia periodica sempUcc c si abbia 



L'cquazionc di sccoiido grado di cui a, k radtce, avri 
la forma : 



(*) Q,uciu ouetvaiione inl fu comunicati 1I4I piol, Zsiginoada 
Vienoa, 



t" 
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Si consider! ora la funzione 






a 



' a^— . . . 



La funzione inversa di questa 



I I 


I 

_, ... T 


ft "^ -n 


T, Wp • • 


1 • 1 

/t ... . , , 




dp • • • 



soddisferit per la stessa formula, all'equazione : 

c;-./ - (p;-. - Q^y - p; = o; 

onde sarii : 

Tequazione «cui soddis£a la a^. 

'Ora stccome le Pe j2 sono formate con gli elementi 17, , fl,, ... 
^^-i> ^^> ^ Ic J^'j C ^on gli elementi stessi ma in ordme inverso, 
cosiy pel teorema di Gerono> sarji 

L'equazione cui soddisfa la a^ sar^ dunque : 

quella stessa cio& cui soddisfaceva la a,, c. d. . d. 

Sc la frazione continua in cui si svblge la radice (x, sia perio- 
dica mista, mediante la formula (3) si riconduce al caso preceden- 
temente considerato. 

Emma Bortolotti. 
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TRAVAUX MATH£MATIQUES; 
par M. ^mile Pioard, h Paris. 

(DtUa Rtvut ginirali dts seitiKtt pures tt appliquia, }* inaie, n°ii: I j DOveinbrc t8( 



Je ne me propose pas, dins I'article qu'on va lire, de faire une revue del 
iravauK mith^matiques intiressants parus depuis U dernitre revue d'Aaalyse que 
i'ai publite dins ces colonnes en iS^o {*). On voudra bien voir dans les pages 
qui suiveiit une simple convcrsjiljn maihfrairiciue, i propos de quelques-uns des 
sujets qui prioccupenc en ce monicni les gioiittres: j'ai dioisi la ihtorie des 
groupei et celle des ^uaiions dimrEmtelles. 



I. 

J'ai di]k parl£ ("} avec quelques dftaiU de I'admirable thiotie des groupes 
de transformarions due i M. Sophus Lie. L'illiistre giomtire norvigien con- 
tinue SOLI (E'lvre. II vient de consacrer deux mimoirej am fondemcnts de U gio- 
m^trie. La quesii>>n est d'un assei grand iniirCt philosophique pour que nous 
nous y arritions de nouveau. 

On sait combien Jes travaux de Gauss etde Riemann sont itnponants 
dans I'histoire de no; id^es sur les h^pothtsei qui sont i la base de la giotni- 
Irie. Dans cetie thiorie, c'esi I'etpression de I'SKraent de distance qui joue !e 
rfile eisentiel, ct les re;lierches de ces grands giomttres ont iti I'origiae de dive- 



A PROPOS DE QUELQ.UES RfeCENTS TRAVAUX, ETC. iSt 

lopperaents analytiques in plus hiut intirfi concernant en patiiculier les formes 
quidraiiques de diffirenticlles. On doit recoaoaiire ccpendant que Gauss et 
Niemann n'ont pas vu le veritable point d* depart i adopter dsns I'itude des 
fondemenw de la giomttrie. li semh'e que ce soil H e I m o ! t z qui ait le premier 
placf la question sur son vfrilab'e terrain: son id£c fondamentale consisle i 
porter Tattention sur I'ensemble des mouvemt:nts possibles dans I'cspace done on 
fait I'itude. La theorie des groupes n'itaii pas tncore crWe i I'ipoque oil le 
cdibre physicieo icrivait son mfmoire; il 6tait presque inevitable qu'il commit 
quelqucs ecreurs. M, Lie vicni de reprendre compKtemeal cette ftude Ca se pla* 
;ant au point de vue de la thiorie des groupes, et nous allotu risumer les cod- 
clusioos auxquelles il est parvenu. 

Nous coQsidfrons un espace 1 trois dimensions et nous regardons un point 
de ce: espace corame dSfini pit irois qiia(i«itis (x,y,n) que Ton appeile les coor- 
donnies du point; Q.u'ajipellerons-noi;s mouvcment djns cet espace? Un mouve- 
ment d'une portion de i'espace est d^Hnl par trois Equations: 

»yi =<f (x. y, 

Par cede transformation un ensemble E de points (x, y-, i) devient un autre 
ensemble £' de points (x' y' I'y. U transformation qui prfctde est pour nous un 
moavemtnt qui amine E en E' . Ceci posi, nous faisons sur I'espace que nous 
voulons litudier les hypothSics suivantes: 

1° Les mouvements possibles dans cet espace sont tels qu'ils laissent inva- 
riable une fonciion fl(je, . y,, Tii x, , y, , ^j) des coordonnfes de deux points 
quelconques (*, , y, , ^,) et (ij , y, , %>)■ E" d'aotres termes, si on d'signe par 
(*'i' y'l- i'lh {*i. y,'. Ki) 'es coordonn^es de ces points aprfis un quelconque 
s possibles on aura 



^^Bb s 



" (*i • y,' ii' *f fi' Til = C^; . J'! ' I'l' ^'ii y'l' O- 



'origine de cette hypothite s'apirsoit d'elle-mfim.': en langage ordinaire et 
signe algibrique, on peut dire grossiirement que, en la faisant, on veut 
qu'il y ait rclitivement i deux points de I'espace queiqiit chose qui resie invariable 
apris le mouvement; on pourra appeler ce quilqiit ehosi la distance de deux points. 
2' On veut, comme le disait H e 1 ra o 1 1 1, que le mouvement litre soit pos- 
sible dans une certaine region de I'espace. Voici ce que Ton doit entendre par 
celte hypoihise complc;ie, bien approfondie par M. Lie. Tout d'abord, quand un 
point de la tigion est ftxt, tout autre point de celte region, tans aucune exctption, 
(Ucrit une surface (multiplicity il deux dimensions). Ensuite quand deux points 
sont fixis, un point arbitraire (des exceptions itant possibles) d^crit une courbe 
iltipliciti 1 une diniea$ion)i enlin si trois points arbitraires sont (ix6s dans la 
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rtglon, t8U5 I« points dc 
sit>l»). 

TcWm wii 's5 ctmJiiiofis ijue nou; impasons i Tetpac*. 11 eo rbulccnb 
Miremtnt qoe IVrt^erabfe dei inoavemenB powlblH Joii former ua grmpeti 
p»r*witires. Oh eoofiiit deui typ« d'eipacn Mrii(«i«aot i ces comKriont. C 
tout ^iiboKl Yapict ordftiJtire eu eoclidien; ie!s ssm lorai les deu« «s|Mca 1 
nclidicR^, c*m-i-dire In espaces dins TnqueTs le groiipe dei tuouveniesli |l 
libfes cti Ic groupe projcciif transform am en e!'e-tntme Tune ou I'aittrcdetii 
faces dii**econd degrt: 

^ + ?' + t'±'=o- 

M. Lie k fubli que 1m groupes prkHenTs sont 1« leuls qtir jouitwoi da 
pW>ptift»4s (r) CT (i>: c'c« U on r4*iiliat bien reniirquiblc 
les cspacM euclidien et non cuclidleii! sont les s«iils alt I'on puisse f«re lo|f 
qucmcni Ics hypoihfencs quii dfgagto. bleu entradu, dc leur fonne 1 
sont rcgardics pir quiconque n'a pu rifltohi A en questions comme ■rut 
cincture iiicessilre. 

La dtmonstratian du tbtottoe de SI-. Lie est fort dfliute. Aiitsi les c 
« sanf aucuat 6xetpthn •, que noui avotvs soulignts p'us ham. sooi J'onc eitr 
importance. Si Ton cherche 1c groupie des mouvements i six paranittres iitiiCd 
isnt 1 Phvpoihiie (i), on ne ttouve que Tes groupe* euclidien et non eudidieri 
mais si oh lupprinie les mots sou'ipn*s, on reconnaitqu'il existe d'autresgi 
que Ifli pricMrfnts. Ajoutoin enfore que les probltmes maloRucs din( le pM 
admcttent dn solutions eniiirentent ditlf rentes : les espacei i dem (KmcDtios 
cucltdiftti CI non eac'idlcn? ne sont pas caractirisis pir les propritiis qui lew 
appirtienncnt uiliqueiiUrii dans le cas de troi« dimensions. Cette 1 
n'avait pjs Utttefois &:Tijpp( i f) e I m 1 1 1. On pent dire, en risumf, qne Elk 
detnitres fechefches de M. Lie ipuisent, pour 'es g*omii«s, smon poor H 
philosophes. la question des prindpes de It gtomittie. 

Nous ne noui iloigncront pas de la ihi^oHe des groupes en paxUat desfs 
nils comfiltxft. C'e« une question sat Ijquelle -i I'Uni lonpcmps une ceflilM 
obKurit^. qj'entretenait le mot an peU mystique de quantitis imagimairu 
*u}ei ne prtwtite plus aujourd'hui rien de mystSrieux. Daiis un mimoire p 
tn (884, M Weieritrassa dfveloppi une ihtorie des noTTibres compIewS 
11 suppose que Ton cOmidire de? nombrM de U fonme 

«,', + «. «,+ ... + x,f. 
oti let X «ont des nombtei \it\* ordieatres. Les e torn de pun symkoles. Oa Mt 
fhyptaMse que la somme, li diffircnce, le produit et le quotient do dcui 
de rcnwmbk- font cu!i-m*ni« piriie At c^l ensemble. Les produlfs 



•out done des expressions £^ 



, (p. q= I. a .... n) 
linfaircs et liomogincs en ( 



... > «a qui jonta 



A FROFOS DE aOELQUBS KECBHTS -nAVAtrX, ETC. 



«JJ 



le rftle es«niiel d»ns la ih^oric M. Weierstrass suppose de plus que le» 
thioctmes dirs eammulalij el assoeiatij subsistent taot pour raddition que pour la 
inultiplicaiion. Pour I'addition its sonc verifies d'eux-mfiniM; pour la multipUca- 
doa, ih s'etprinient par les igaliiis: 



(■) 
<«> 

a, b, c (taol trois Rombre« 
i cerUine; Telaiions eatre I 
de coefficienis de formes E^ ^ 






ekonquc 



impUxes. Les quantit^s c 



de I'ensemble. Ces conditions conduisent 
s de formes linfiaires £^_,. A tout sysiime 
s relations, correspondra un ensemble de 
\es ordinaire^ correspondent k: 



Les nombres complexes, que nous venons de dilinir, difT^renc seulement en 
un point de5 nombres complexes ordiniires. Quand n est supfr:eur i dfux, il 
existe des nombces diffitents de zito, dont le produit par certains autres nombres 
est nul. M. Weierstrass appelle ces nombres des divhiiirt de xlro. Malgrft 
cette siagularitf, cette nouvelle alg^bre est r^ductible k I'algibre des nombres 
complexes de U forme a -(- ^i; I'illusite gfomttrc de Berlin a en effet diabli que, 
si a et i> djsigneac deux nombres quelconques de rensemble, on peut les dicora- 
poser en ua ceriaia nombre de composants a^, a, . . . , a^, b,, b^ , ■ ■ ■ ^r '^^ 1^^ 



I 



& = J, 4- S, 4- ... Arh, 



les composants Oi , tj dependant seulement fimt ou dtux unilis fondamentalei. Ce 
thiortme montre bieji que le calcul des nouvelles quantitis se diduira toujours 
avec faciliti du calcul ordinaire; il n'y a pas li on instrument nouveau dont puisse 
profiter 1' Analyse mathfmatique, 

N'ous avons admis que les lois commutative el associative subsistajent dans 
I'algibre prfc^denle. On s'esi pUci i un point de vue plus giatnl en suppoiant 
que, seule, la loi associative exprimie par I'fgalit^ (2) subsistaii. On a alors uoe 
algtbre beaiicoup plus gfnfirale; celle-ci est coraplttement determinfe pat le sy- 
stfeme des exptessioas lin^aires £p,^ Un cxemple c6!tbre d'uit sysitme fi quatre 
unites ft , <, , (, , \ est fourni par les quaternions d'H a m i 1 1 o n 06 I'on a : 
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avec les relailoos 

i* » /> s t> = — I 

fk = -i} = i 
hi = ~tk=f. 

Unc remirqiie trts intireisante deM.Poincart va nous rsmener i ^ 
• Aforle de ^roupei. LVmincit gtornttre t fait le premier U nmirque qu'i cl 
[ lysthne d'unii^s complexes correspond un groupe continu de iub«iiu(io:ii tintd 
t n viriables, dont les coeflkienn sonc des fonctions linfiiret de n param 
■rbiiraires- Ceiie idte a M ifprofondie, dans uti m*moire rteeot, p«r uo t1t»e 
de M. Lie, M. Scheffcr. qui a M aitiji conduii 4 paruger les nombres com- 
plexes en deux classes suivant que le siroupe qui leur correspOMd esl intigraWe 
ou non inttftr^ble. A ceiie decnifcre clause appanient le groupe corrMpondam xax 
quaternions M ceux-ci sont les reprfsentatils les plus simples de cctle eat£gorie 
de nombrM complexes. On demanden pout-Strc mamtenant si cc vaste svmbo- 
lisme Mt susceptible d'accroltrc un jour la puissatice de rAualyse. H est dange- 
reux d'dre prophite, miis il me lemble que cm algtbrM nouvcllcs ne pourront 
■voir d'autre inlirtl pratique que de coidui>« peut Stre k des notations plus con- 
den**es; on le voit, au teste, pour les quatcrtiims dont I'emploi, si ^risf en An- 
glcterre, n'est iiullc part indispensable, Le rspproehemenl entre la thtorie des 
groupes et le cakul symbolique n'cn est p.is raoiis. au point de vue sp&:ulatlf. 
d*un grand intirtt. 

l-'idie d'un sy«tm; de foictiois rorrnant un groupe n'est paj sealea 
bom^e au cas ot il n'y a dans I'ensemble quhii nombre lini de pararatti 
M. Lie s'est beauiroun occupy dins ces derniers tem'^s des groupes in/Sms, 
groupjs considir^s iusqu'ici itant dils (tronnes Jioij parce qu'ils dependent d'on 
[lombre fini de faramttrcs a'bitfaires. Coisid*rons un tysttme d'iqoations aux 



lecuiaiu. 
amttIM 



dirivtes pariiellcs d'ordrc qudconque co:its 


rnant « fonclions u, 


« vjriablci «, , X, *, ; ces Equations 


1 difinironl un grou; 


solutions quetcouqiiei 




u, = F,(x,,....x.) 




f* = ** C«, . . . . . x.) 


f< = t, J, ... «>. 


on obtient encore une solution en prenant 


les fonctions 


Ft (♦, . *i ■ . 


. ■ . *.). 



L.'prenant ^^^H 



La thtorie det invariants difTfrentlels s'^ead aux groupes infinis. Oa etitend 
par iuvariani diff^rentitl rclaiif 1 m-^-p lettres je, , ii , ... , x« , i, , ii , ... , ^ 
louie foncitou des x, des ; ct de Icurs dirivies considirics comroe fonct: 
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|lif garde U mftme forme quaad on effectue sur les x et les i les sobsiitutions 
du groupe. Nous teviendrons tout 1 1'heuie sur leur r61e important dans la ih^orie 
d» ^uatioos difTirenlielles. 

Certains groupes inliaij jouissent de propriitis particuli^r^s. J'ai appelt I'at- 
teation sur 1m cai oCi les Equations aux dirivies p^rtielles qui dilinissent 1e groupe. 
ne renfermeDt pas explicitemeni les variables intj^pend antes. La recherche de ces 
equations revienc alors 4 la formiiion de certains groupes finis. Ces tquations 
peuveni ^re considfrtes comine gL-niralisant les deux Equations ciassiques dans 
la ili^orie des fonctions d'unc Tariable complexe, et c'est en cela que leur Jtude 
miriterait d'etre poursuivie. 11 est d'ailleurs vnisemliUble qu'il y a d'autres cas 
que ceux que je viens de signaler dans lesquels !a recherche des gtoupcs infinis 
peut se ramener & ia recherche des groupes fiais. 

On emend quelquefois des personQCS, d'ailleurs trts instruites, mals pour qui 

nathdmatiques se rUuisent aux cAi d'igaliti des triangles, se demander ce 

qu'il peut biea y avoir k fairc aujourd'hui en mathfmaiiques. 11 est tnalheurcUR 

qu'on ne puisse leur donner le conseil d'apprendrc ie calcul integral, pour juger 

des progris que rfclaiiterait la thiorie des ftquations d ifFii rent icl lei. 

Malgri les efforts des plu5 grinds gfomiires, cctie thiorie se rtduisit long- 
temp-i 4 une tnonographie de cas pariiculiers. Un des risuliais les plus Inlirei- 
sants des travaux de M. L i e esi d'avoir fait une vasie synthase de ces travaUN 
iioi£s. Le fait d'adtnettrc un groupe de IransforaiatioDS riduii, pour une Equation 
dilTjrenllene, U difficult; de Tincfgration, ci on peut rattacher aui ihtoHes du 
giointtre norwtgien la plupart des cas fKinemaiies coonui. A un point de vue 
pitis ptofood, ia thl'orle des groupes inCmis paraii exirtoement rtnporiante pour 
l'£tude des Equations difTfreniielles et il senible que, dani ccite voie, le* leeher- 
cbes promeiieni d'etre fi^ondcs. Ainsi M. Lie monlre qu'utie fquation diflfren* 
tielle ordinaire d'ordre quelconque possUe del invananlt telattveineM i loute 
trans formation de points. Les invariants consldfr'^ autrefois par Ligucffc Ct 
Halphen dans la ih^orie des equatiooi liniairei formcnt, pour une traoifor- 
niation de points particuIiCre, un bicn remarquable exetnple; II ca est de ntCriM 
des invariants cpniidiris par M. A p p e 1 1 « par M. B o g c r L i o a v i 1 1 e, Volcl 
un genre d'applications fort intiressanics, aaxqnclles coiuIdIi U conception gtot* 
rale de M. Lie. Halpheo, dim on utmoire ci\tbtt, a trouvC let cofldiilmu 
pour qu'une Equation difl^rentiel'e li-n^ire poisse fare ramentc 1 uoc fqailion 
liniaire intfgrable. Ce probUme peat t'iten^re i une (quaiioa non Iln^lrc 6'ot4n 
qoelconquc, on pent chercber a quello condlilont une telle jqsilion ku. par 
une transfomiaiian ponciDellc ou par nae trsafocmition de <aoUtt, tf4aalW« 

fc^nne Equation int^grable d*uii type ioaoL 

.. Parmi des applications d'noe nantc tin peu iiHttnnt, )t dtcral une iblH 



t,« 



iuiLB PICAKD. 



fort rennrquable de M. V e ^ s i o t. J'avnit, il y a quelquei annJes, Jadiqui coo- 1 
men! on ponrTjii (lendre auK (qualions dilKrentielles lloiaircs U ih^orie ctltbce 
de Gatois rc'ativc nx\ i^quationi algiibriques : i chaque (quatioa Uniiire cm 
pcui fikc corrctpondre un grjup<; de icansrormilions tia^ire et bomogine, qui 
esi I'analogue du groupe de Gb t o i s pour lei Equations algL^briques. M. Ves- 
3 1 01 a d'veloppi campl^emeat k ih>orie que je a'avais qu'esquissfe, et parmi 
les applications qu'il en a faitrs, une dcs plus ilfgantes esi la recherche del con- 
ditions pour qu'une Equation liaiaire s'imtgrc par quadrature;; c'esi le problbne 
analogue X celui des i-qu»tioni alg^-briquei r^solubles par ndicaui. 

On voii que les cravaux de M. Lie sont venus rajeunir singuliirenieat ce 
que Ton pourrait appeler I'ancienne thtorie des Equation* difiifentielies. lis ne 
peuveni, par leur nature rnCme, conduire i des ens d'intf grations e»entiellemeiil 
nouveaiK. puiiqu'ils ont principa'ement pour objets des questions de transfonta- 
tions. Pour avoir d« cos vraiment nouveaux, il est manifesteraent indispensable 
d'introduire des transcendantes nouvelles. La th'orie des foociioos aiulytjqucs 
a fait naUre X ce sujet les plus grandes espir^nces, et celles-ci ont iti tout i (ait 
justififes en ce qui regaide les Equations liD^aires. II nVn a pas i\t tout 1 Cut 
de mime jusqu'ici pour le* Equations non lia-aires; dans cettc voie ce sont les 
rtsultats iiigatifs qui oni Hi les plus saill.'.nts. II en est parrai em d'extrdmeroeat 
iotiressanis. Ainsi, raiteaiion ayanc iit appelie par M. Fucbs sur le* iquatioo* 
algfbriqucs du preniler ordre i points critiques fixes, M. Poincari a montrfi^ 
qu'on pouv.ut ramener ce cas X des quadratures ou i une Equation de RiccaiLfl 
Dans un reraarquable inimoire caurooni il y a deux ans par I'Acadfmie dcs ^ 
Scienees, M. Painlev£ a notableni^nt ftendu ces r^uttais, en considiraot les 
Equations du premier ordre dooi les integrates n'ont qu'un nombre limiii de 
valeurs autour de I'lrnscmble des points critiques mobiles. Uae des cotKlnsioiu 
de set rechcrches est que ['integrals luppos^e irauscendante, de loutc frquatioa 
alg^brique du pri^micr ordre, qui saiisfait i la condition prjcfdente, est une 
fonction algibriquede I'intigrale d'une Squation de Riccati d ont I cs coefficients 
djpcodenl algibriquement de ceu?c de I'^quaiion donnie. On est done assurd de 
ne pas obtenir par cette voie di:: transcend an u-s nouvelles; il faudra s'adresscr aux 
^uations d'ordre supirieur dont I'icude, au point de vuc qui nous occupC) 
pr^cDte encore des difficult^ considerables qui ne seront pas sans doute leviei •! 
de sIiOL ■ 

Abordons maintenant une autre direction dans laquelle tend i se d£velopper 1 
aujoutd'hui la ih£orie des equations diffircotielles. Lc disit bien naturel d'appl> 
qucr h ces equations Ics lesultjis obienus par Cauchy dans la theorie ia 
fonctions d'anc viriabL- complexe si;nibUit avoir fait presque conipiitcment oublier 
lc cas o(i les variables et les fonctions restont redlei. Ctst M. Poincari qui, 
par une suite de briilants iravjux, appela de nouveau I'altention sut des tiudes 
si importantes pour les applications. L'etude des courbes dcfinie* par les tquationi 
difEfrentiellc] o8re un intetSt de premier ordre : de la cannaissaoce geuerale 
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la forme de ces courbes r^ultent les consequences essentielles pour le problfcme 
que Ton traite, qu'il s'agisse de g6ora6trie ou de m^canique. II est manifeste» par 
exemple, que le problfeme des trois corps en M6canique celeste pourrait toeregard^ 
comme r^olu si Ton pouvait obtenir une connaissance gto^rale de la forme des 
courbes trajectoires. Bornons-nous k un cas tr^ simple qui montrera suflBsarament 
I'objet des recherches de ce genre. Soit une Equation du premier ordre de la 
forme : 

dx dy 

T " T" ' 

^ et y itant des polyn6mes en x et y. M. Poincar^ commence par faire 
r^tude des points singuliers de I'^quation difF(§rentielle. Ceux-ci sont en g^n^ral 
de trois sottes. Ce sont d'abord les eols par lesquels passent deux courbes int6> 
grales et deux seulement, puis les noeuds oh viennent passer une infinite de ces 
courbes et enfin les foyers qui sont pour les courbes int^grales des points as\'mpto- 
tiques. On pent exceptionnellement avoir des centres autour desqueb les courbes 
int^grales se pr^entent sous la forme de courbes ferm^es s'enveloppant mutuel- 
lement et enveloppant le centre. Ces elements ne suffisent pas pour qu*on puisse 
se faire une id6e de la forme des courbes integrates. Pour ^viter toute difficult^ 
relative k Tinfini, faisons une projection sph^rique de la figure. Si l*on chemine 
alors sur une courbe integrate, qu*arrivera-t-il? Cette courbe pent etre ferm^e de 
telle sorte qu'on reviendra au point de depart; elle pent aussi avoir un des foyers 
comme point asymptote. II pent sembler X premiere vue que ce sont les seuls cas 
possibles; ce serait une grave erreur. La courbe consideree pent encore avoir pour 
courbe asymptote une courbe fermee satisfaisant d'ailleurs k Tequation differen- 
tielle. Q.u'il me suflSse de dire que ces courbes fermees (cycles Jimites) jouent le 
r6le essentiel dans la theorie, et c*est dans les cas o£i il est possible de se rendrc 
compte de leur position que la discussion de Tequation pent etre faite d'une 
raaniere complete. 

En restant dans le mdme ordre dMdees et ii un point de vue seulement un 
peu different, M. Poincare a etudie, dans un memoir e ceiebre, les equations 
differentielles de la dynamique. Je ne veux pas parler de ces belles recherches et 
de leur grande importance pour la Mecanique celeste; Tauteur en a fait lui-meme 
un resume dans cette Revue (*). C'est seulement de I'interet qu'elles peuvent avoir 
pour I'Analyse generale que nous avons ii nous occuper ici. Elles ont appeie Tat- 
tention sur les solutions periodiques des equations differentielles et sur les solu- 
tions asymptotiques; sans doute, M. Poincare se trouve dans un cas special 
o£i il profite de la presence d'une constante tres petite dans les equations, et il 
raisonne alors par continuite; mais on pent esperer qu*un jour, au moins dans des 



(') Voir k ce su)ct la Rt9ut du i$ janTier 1891, t. U, pagt 1, 
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cas ^tendusi on trouvera quelque autre mani^e de p^d^trar dans T^tude de ces 
solutions. Quoi qu'il ea soit, il semble qu*il y ait dans cette direction un vaste 
programme de travaux i tenter; si Ton r6ussit dans cette voie, on y trouvera pro* 
bableraent des armes nouvelles pour revenir plus tard aux cas od la variable est 
coraplexe, cas oil les progrte sont maintenant si difficiles. 

£ ic. P I c A R D» 
de l*Aauiimie des Sciences. 



SUR LA THfiORTE DES SURFACES ALGEBRIQUES; 

par M. ^mile Pioapi!, A Pans. 

(Dalla Rtvtu ginirah des science! pura et uppliquies, je annte, n" 24; jodfcenibrei894). 



Je devraii faite unc revue sommaice des iravaux d'Analyse r^ccmmeni panit; 
mail, corame je I'al iiji e.^pljqu^, une telle tlche me paratc impossible 4 remplir 
ici. J'aime mieux, encore ceiie annie, prendre un sujet mieon limit* ci reprendre 
celte cauterie mathfm.iiique i laquc'le 1e directeur de la Rtvut a eu di]k deux 
fois I'amabiliii de m'iTivjter (*). J'ai choisj les surfaces algibrjquo, et je com- 
tnence par une eit)uiise rapide du divcloppement de la t1i6orie des courbes atgi- 
briquMi afin de pouvoir comparer I'iiai sctuel du deux theories. 



I. 

Prcnant I'iqaation f(i, y) = 0, oit f est ua polyiiArae de degri m en x et 
^, on a 4'abord class^ les courbes d'apr^s leur drgr*. Apris la ligne droiie, les 
courbes du second degri^ ont 6ti itudiiei les premieres et les courbes du iroi- 
siime degti^ n'ont pas cast, depuis Newton, de fiire I'oblet des rechercbes des 
giomttres. Vinrcnt ensuitLi de nombreuses monographies de courbes part icu litres, 
mail on doit surtout ciier, parmi les ouvrages d'aa caractire plus giairal, Im 
cfltbre iuiroduction t ['analyse des courbes algibriques de Cramer; c'est i 
e thior^me si reraarquable qu'une courbe 



irriductible de degrf m ne peut a 
nombre qui peut ttre effectiTi 



s de 



- points doubles. 



t atietni. 
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Milgrft tout ees travaui, on peut din: qu'U a'y avaiE pu 1i encore lei biw 
d'une viriiable thtotie. Le degti m de !a courbe ilgibrique avail seal juiqu'lci 
joui un rAle dans li c1i»ificaiion. Le calcul intigril allait mettre s'jr li mc 
d'un nombre fandam«aul dan; la th£orie dts courbei algibriquei. Le grand gto- 
mttn nortipea Abel cocnmea^ TitudE dei imigrales de dtff£rentiello ilgi> 
briques, c'est-i-dire des tatfgnles de U forme: ^M 

(I) fRi».y)ix V 



coiv]U( 



: uiie fooction raiionnelle de 
une proposition ci'tbre »cr 1 
■s toftnoires sur « 
i d'inttgfslw fi). 



r et de !a foncrion •'gtbrique y At t. Ok 

;r Ics sommes d'intigralei de certe forme; dam 
a\tt, il reconnui que la somme d'ua aombrc quel- 
cc del limiies sup*rieures arbiiraires x, , x, ...,r„. 



peui s'exprimer 4 I'aide dc focictionj (Ifmentiirei et d'un eerlain nomtre (depen- 
dant seulement de la courbe) d'inifgra'es de mime forme dont let limites sont 
fonction^ ilgibriquw de x, , i, . . . . , x,,. Li mort prtmaWrfe d'A b e I nc lui 
petmit pa? d'approfondif IVtude de ce nombre, el c'eit k R i e m a n n que revient la 
gloife d'avoir i\cvi, i la iliiorie de* fonctiom algibriques d'une variable, un mo- 
nument qui e« unc des ceuvrcs miihfmatiques les p'ui bello et Ics plu^ origi- 
tiilM de c- sitclc. Le point de d^pirt de I'iltuMre ^lomttre est d'lilleun tout 
diffirent de ee'ui d'A b e I; la ihforie des forictions d'une vsriab'e compleie avail 
txi, dins rintervalle, idill^e par Cauch y, et les iingularit6s dn fonctions a)g6- 
briques itudiie? par P u i s e u x. Cest dans la correspond ante entre les sysiimes j 
de vaieurs relies ou compbxes de x et y, satisfaisant i IVquation /(x, y)^a,^ 
et une ccrtaine surface dtsign*e aujourd'hui souj le nom de surface dt Rtemanm — 
que »e irouve I'idie fondamentale du giomitre allemand, Kn modifiant seuletneac 
UD peu la conception primitive dc R i e m i n n, on peut s'arranger de manitr^ 
que cette surface soit, dans I'espace k trois dimensions, une surface ferm*e J", et 
It y a enirc les points de cette surface et les points (x, y) de li courbe f = c» 
uns correspond a nee bien diterminte. Or, sur une surface fetmie, on pcut disiin- 
guer un iliment numirlque trts important : c'est Ic nombre ma<(imum des courbes 
tie w coupant ni entre elle? ni elles-mtmes, qu'i! est possible de tracer sur la 
larface fans la decomposer en parties distinctes. Ainsi, pour une sphtre ce Qombre 



est nul; pour un tore, il 
deui trous ttl'e qii'une c 
rale ce nombre par p: o 



:sl igal 1 un, et sera fgal k dea: 
uclie avc- dcuu anses. Disignons d 
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d disignant le nc 
Abel, et ■I'e'.t u 



) pointi doubles. Le genre e 
e cho3C bicii rt;mjrquable 



une surface ^H 
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re entre vu pt^^ 



sidiratiotu: une reduction de somnies d'inltgrales 



t au mime £16ment, Sur la surface S c 
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eoarba fermfe* sans fraciionner ti 
IS cyclts 1 01: 



jrface (cm courbes ayant par couples ua 
n rOIe fondiment.il diTu I'itude dei intigrales (1), 
ils correspondent i leiirs pirioies. Parml cei iniigrales, on disignc sous le nora 
d'intSgra'M de preraiire eiptcc cell« qui rciK-nt finies pour loiil point {x, y); 
leur nombre est prkisfmsnl *gal A p. On appelle intigrales de seconde esptce 
celJcs qui n'ont pas de points iinguliers logarithmiques; eltes peuvent se riduire 
i nne conibinaison linJaire de ij> d'enire e!!ei et k une function rationnelle. 

R i e m a □ n a encore introduit dans la scicnci; la notion capitate de claftt dt 
eourbet algibriqati : deux courbes appartitrnnent i la mCme cUsse si ellcj se cor- 
reipoadent paini par point, eti entendant par lA que les coordonniies d'un point 
quelcouqui de la premitrc p.:uv.nn s'exprimer raiionneilement en fonction d« 
coordonnies d'un point de la j;coade, et inversement. Cette belle conception gfe- 
n^ralisaii singuliirenient uiic notion fLimilitrc aux analysics qui avaient cttt U 
thiorie des formes algibiiques. Deux courbes de vahrat classe ont n6cc3sairenieat 
Ic mftmc genre, et !e risuftat le plus profond obtenu lei par R i y tn a n n est te- 
laiif au nombre des paramfttres arbitraires dont depend essenticllemeni uneclasse 
de courbes d'un genre donnf p: le nombre de ces paramttres, qu'on appelle les 
modules, est fgal 1 J/" — J. quand /> est sup4rii.'ur i un. 

Le point de vu: algfbriquc n'a pas iti moins ffcond que le point de vue 
transcendant, particuliirement entre les mains de MM. Brill et Noether. On 
y consid^re le genre comme le nombre dcs arbitraires figurant dans un polynAme 
en X et 7, d'ordrc m — ;, qui s'annule pour les points doubles; ceci est confornie 
1 la formule (i|. La re>iherche des courbes les plus simples apparienaot i und 
clasic donnie appe'ait ['attention; Clebsdi el Gordan avaicnt Ak)X montri 
qo'i tome courbe de gi^re p on pouvait faire correspondre une courbe de degrfi 
; -f- I , thf ocfeme qui est loutefois en difaut pour une class- bicn difinie dc courbes 
(les hyperel!iptique»); MM. Btill ei Noether ont approfondi cette thiorie 
des courbes normals!. 

Je o'iasisteral pas davantage sur U (h£orie, aujourd'hui classique, des fonclions 
alg£briques d*une variable. J'en ai rappvid seulemeot les ligncs prlnclpales ponr 
petmcttre la comparaison avec celle des fonctiom alg£briques de deux variables, 
doDi je vais maiatenant m'occuper. 



U. 

La thtorie des surfacea algibriques a ndccssairemeDt dibuti par des mono- 
graphics particulitres, Dts les premiers degris sc sont pr*sent£es des surfaces trts 
Intiress antes; les surfaces du second degr*, qui si: rencontrunt dans tint d'appli- 
catlons, ont fall jadis I'objei des recherches di: gfomttres illusires. Puis est venue 
ensuiie I'ctude des surfaces gSnirales du troisitme degrt avec les diverse* dispo- 
sitions que peuvent presenter Icurs vingt-sept Jroites; les surfaces rigl6es du troi- 
(itae ordru ont pcut-ftre oiTerl, avec leur droite double, Ic premier exemple d'une 
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turlacii ayant une ligne double, c'e5t-i-dirc un: [igae 1e long i: UijuitteMccoI- 
scnt deus aX|>p(S de U surface. II (audrait une irudiiioa qui m: minfii: pout 
puler de Ou> les travauK rdati& au< siirfuei du qaacrl^Die degri. Q.uel4ues-ua:s, 
tout.'roii. sont paitkulitrcraerit ctltbres. Aiiui, let surficct du quatriirae dcgri 
ayanl ura; ..'oaique doub'e out tti itudicei jpkialem^rnt par M. Darboux a 
pat M. M o u I a r d, qui oni d*couv«t un rcniarqoable systtrif: iriplc otthogontl 
farmt de lellci (urfocei. Citoiu ensuite la surface de K u in m e r qui ■ stUc pomB 
doubles Uolii; Cc nambn: usi Jntiressaal, cat il rcprisenw Ic nombre msiimum 
de points doubles que peui possMer un; surface du quatriicne Otdrc qui 
d^ ligiie double. L4 5Lirfa>:c de Stciner iniril; aussi d'icre tappet^ clle pOK I 
stde trois droites doubl.-s formtni un angle iriUre dont le soram:t est u 
tripit: de la surface, et cbacun de s:s pUnt tangenis U coupe suivut deux 1 
niques, 

Arrivoii miinienint k la ih^orie gin^rale, Sous 4vons signals, pour t 
cojrb; a'gibrique J'ordrc m, I'imtortanc; dei coJrba idjoiuees d'ordre 1 
Clcbsch vit le premier qu'une (h';orie aia'oj^ue ftait i dfv.:<op{>e( pour les 
surfaces; il fsut leu^emini, pour u'le surface d'ordre n, eonsidirer les su 
adioititei d'ordre w — 4. c'est-i-dire, en me bornanr. pour plus de simplici 
cas oCi la surface n'a que det poinii doubles, les surfaces d'ordre n — 4 passant^ 
par les llgt\.;s doubles. L'itude de ces surfaces a tii reprise par M. Noethetj 
dans un m^moirc d'une grande importance ob t1 itiblit le caractfrre inva 
nombre /> de ces adjointis linfaircmetil iodipe id Antes; ce nombre est dit te gtiir, 
il la lurfaci, et il prfsenle une grande ana'ogie avec te nombre dteigiif par tk:^ 
mtm: I'Htre dans li th^oris des courbss. H. Noethcr a dfcouvert pour '. 
surfaces ui se;oid nombr; iivarim que nojs disigneroxis par p'; eelui-ct repr^ 
sente 'e genre riem.nnian de la courbr mobile d' inter sec lion de la surface donnie 
avec les surfaces adjointes d'ordre m — 4, Voi^i done J-ux nombres fondamenlaui 
p et l>' intfoduils dans U ihiorje des surfaces algjbriques. 

On pent doitier aussi au nombre /i une origine transcend ante. M. N o 
considire les intfrgrales doubles de la forme 



rC QX'^y.xyxij ^ 



Q itint un polynOme adjoint d'ordre m — 4. On pent les appcler des intfgralei 1 
doubles de premitre esp&:e, car eUcs rcscent toujours linies, quel que soit le champ I 
de I'inrfg ration. Le nombre p apparati comme !c nombre des intigrale* double! ] 
de premiSre espfae liniairemeni imiij)end antes. 

Nous ivons maintcnant une remarquc tris importanlc 1 fiire rclativetnet 
nombre p, remarque qui n'a pas eu sno atulogue dans le cat des courbes. Pour J 
calculer p, W faudraii pojvoir caUuler le nombre des arbiiraires figuranl dans tes J 
surfaces d'ordre m — 4 tt passaoi, avtc le degti voulu dc singularit*. par let J 
UgQCi tuuhipks et les points muhiples de la surface proposie, Or, iunt dooiitJ 
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I'eosemble de ces lignes et dn ce^ poinis, on peut irouver uae telle forraule pour 
line jurfACe d'un ordre suBsjinment grand S; niais on ok s^it rien surIavAli:ur 
niininu lu-desiou! de Jiquflle la fonnule cesse d'ftire applicable. Si done on fail 
dias cede foriiule N^m — 4, oa poum trouVLrr uit nonibre P diiT6reat de p. 
Cmt, je cfois, M. C a y I c y qui a appe!4 le premier I'attention sur cetw circon- 
sunce; il peul mfme atriver que le nombrc P soil nigitif, landis que [1 est ivi- 
demment positif 011 iiul. MM. Cayiey et Zeuihen oni roontr^ que P, conime 
p, jouit de !i propriiti d'invitiance, c'csl-i-dire qu'il ejt le mSmc poor les sur- 
faces se cor respond ant poioi par point. On di^tigne p sou« le nom Je genre f^D- 
mitriijue, et P sous Ic nam de genre numiriqve. I.es sutfaccs r^glfes algibrrques 
soni 1l-s pliis simples surfaces pour lesquelles oa ait P^p', on a pour elies^=o, 
tandis que P n'ett pas nul en gin'Tal. 

La notion de classe s'applique ividtnnmetit aut surfaces cotnine auz courbes. 
La question du nombre des modules se pr^L-nte alors aussi. U'apits M. N e i h e r, 
pour les surfaces corns pond an I aiix nooibrcs p et p', le iiombre des modules est 
igal i 10 /I -)- 12 — 3p'i pt-ui-iirc ce beau riiullat auraii-il besoia d'etre i'objet 
d'une demonstration plus rigoureuse. II setnble, en lout cai, qu'il oe s'applique 
qu'aun surfaces pour lesquelles on i P = p. 

Nous avons coiitidfrf pTus haut des intfgrales doubles attaches i la surface. 
Oa peut aussi faire correspondre i une surfjce f(x, y, ij = o des iatfgrales de 
diflFrtTVDtielles lotales de la fornie 

()) 

oil P ei Q sont rationnelles en x, y et ^. J'ai commanci autrefois I'itude de ces 
■nl^grales, ci je dcniaEide la permission de rappeler les ri;su1tats principaux aux- 
quels je suis pacveau. Tout d'abord )'ai consid^ri les iaCcgrales de difT^rentietles 
totales de pr^niiiirc tspice. On rencontre d^s le di;but une ditldrence bieu profondc 
entte le cas d'une varijble el i;e'ui de deu\ variables. La courbe la plus ginirale 
d'un degri douni poss^de un cerLa.n nombre d'inidgrales de premiere esp^ce. II 
en e3t tout autrunient pour les surfaces algtbriques, car il n'esiste pas d'ini^rales 
de difliirentielles loiales de pceniiiro esptce correspondani A la surface la plus 
gfaiirale de dtgte m. J'ai montrt coninitni on pourrait reconnaiire si une sur- 
face donn'k posside des intigrales de prcniitre esptce. J'ai abordi aussi la qucstiooi 
beaucoup plus di^ile. des iat^gralcs de scconde ct de iroisi^nie cspfrce; j'entecds 
par ioiigralcs de secoode cspice celles qui n'ont que des courbes polaiies (ana- 
logues aux pftles des int^gralcs de scconde esptcc), les iniCgrales de troisitnie 
cspice ayani, en plus, des courbes togarittmiiques. Pour la surface la plus %ioi- 
rale dc son degr<.S touce ini^grale de seconde csptce est une fonctiou rationnelle 
des coordoQR^es, et le probl^c de reconnaitre si une surface donnie admet des 
int£gra1es de seconde e«p^e son raiicnneUes ne laisse pas d'etre assez d^Iicai; 
d'ailleursi quand il eiisle de lelks iiii6gra1es, Ic ncnibre de ces inti-graTes distincies 
est Cgal au nombre de Icurs pjriodes. Quant aux iniigralcs de (coisijfme esptee, 



fP(x,y,i)dx-\-Qix.y. i)dy. 
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on p«ot rattacher teur tWofi; 1 telle dc* iotigr»k-* Jc secoode esptce; miis. hka 
dcs poinK d^nunderiient encore i Aire approfondU. J'ai mime dO laitier en 
KUipen^ une quctlion (jut «e pMe pouiiaot d(t Ic d6but; it ne rne parail gutic 
douteuK que, pour \.\ surfico U plus giiniralf de jon degrf, loutn \ci iniignla 
de la forme ()) diiveni le r^dulrc i la lomrae i\ine foDction raiioooelle de M,, 
y, X n de logarithmea dc teliiM fonciioiis tniiltipliti par da consUnKS, nuii Irj 
n'm postMe pii une dtnionitratioD rigourcjse. 

Nous avons dlt plus haut commcDi R i e m a n n avail iatroduii dans la thtoric 
des coitrtMS det polnti de vuc einpiunifri 4 la gioroiirie de jiiujiioo. Auciuc 
recherche analogue a'av^it it: lent^ pour les lurfacet, et, d'luirc part, mes pr^ 
c&jente« fiudei <ur lei Jni'gralei de difHtreaiiellet lotaU-i me montraiem U one 
lacune i combler. J'eu^ done lout natorellcm^nt la pen**e de chercher fc posw 
I« baief d'une ihiori« d« eyelts dam let turfacei. ]e (as ainsi conduit 4 remar- 
quer que la g^itinlHation peui tc (»m Jxm deux directions difKrcntcs; il yal 
considtrer. pour l« surfaces, dei cycles 1 un: dimeiition ou iiiUitirtt et dei cycia 
A ^»x iimtnsiont: d'oH diiux ih*-ories cnlitrcmeiit distiactes. Ea piaiiranl dint la 
premiere (tude, on reneontru un rtsuliat au premier abord iniltendu : c'est quVo 
gfnfral il n'y a pat ds cycles lin&iices, c'cil*j-dire qu'ils le r^uiseiil 4 deicycia 
null, et cc rtsultai donne la viriubtc rjison du fait si}!nal£- plus haut qu'il q'v 
1 pa«, en girxiral, d'iaiffcitle* de premiere et de lecoode etpfece. Si le nombn 
/>, de* cyc'es liniaires est nul giniralement, il en est autretnenE pooc le nomfcrc 
Pj Jm cycle* 4 deui dimensions, ei c'est, pa.- suite, dans les cycles 4 deui di- 
mensions d'une sutfacj qu'il faui chercher la ginfralisaiion dcs cycles d'une courbe 
■Igibrique. 

Mes recherche* sur Im int>!tra1e* de diflirentielle* totales m'oni perms 4*^ 
border I'inide d'une c'aite intfre^ianEe de surCice*: ce aont Its surEaces pour 
lesquelles les coonlonnto d'un point quelconque s'exprimeni par de« fooctioitf 
uniformes quadruplement p^riodiques de deux paramitres, et cela de tulle manitie 
qu'4 un point arbitraire de la surface ne corr.:«ponde qu'un *;ul systime de ti- 
leun d<; deux paramttrsH, abstraction faite des multiples de* pfriodes. J'ai iubli 
que !a condition nfceisaire et tuflisante pour qu'une surface iouisse dccettepro 
priit^ est qu'elle soil de f^nte rira {p ^ i) et poisMe ditux intfgrales distinctM 
de premiere espftce, Awant Ic sixiime dcgr<^ il n'exbte pas de surfjcc de la dasat 
preciiiente; on en peut irouvet pour le sitiime degrf, mais les fonctions quadisg 
plement pL^riodiques ic ramiucui aux foiiciions doublement piriodiqucs. 

Dans un tn£nioire cxlrCmement intiressam, couronni il y a deux aos pat 
I'Acaddmie. M. fiumberta approfondi I'^iude de* surfaces prikUentcs et £labli 
des thfor£nics d'une rare OUgance. Parmi les risultais rdatifs aux surfaces adioia- 
tes, ciions au inoin* cdui qui conc:rne les adjointes d'ordre mi — j: le nombn 
de cc* adjointea Iin6jiremi:n[ ditcinctes est igal au genre djs sectioni planes de 
la »utf*:c diminuij d'une uniti. Signaloas encore que le genre nuniirique Pest 
£gal 4 — 1 et est, par suite, distinct du genre g£omitrique. M. Humbert itutUe 
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lutsi des surfaces remarquibl^-s 
d'un lAtidlie, qui sont JLisqu'ic 
da (oaa'iant hvperelUj>iUiue« no 
ques. D'aprt) ce que j'ji dh plui 



'ordre huit, avani pour lignet doubles let att-s 
les surfaces de moindrc d«gr£ correspondanl i 
rtductible; aun foiwtioni doubliment pfriodi- 
hiut, il resteraii i voir x'il existe de telles sur- 



faon pour !e« dtpH six ei H^f; il «t bien vraisembUble que bui't eit Ic degrt 



M. Humbert s'est auHt occupi, dans son mimoirc, de li surfice de 
Kummer, qui 9e rjttache aux fonciioni quadruplemeni pi^riodiques, mail ns 
rentre pas dant la rimiDe pr^idente: C:ir i un poiot arbitraire de la tiiifm 
correspondeni Jinix V4!eun dei pnramtttcs, iu\ pfriodci pris; il fait uue jtude 
trfe* compiite de? courbes tracks »ur la sur^c « des propri&tis des surfacei 
passant par ce; courbcs. 

D'un« manitre gtn^ra'e, IVtude dM courbes algfbriiiues tracies sur utie sur- 
face eit uij point trH important de la thiorie. Dan? Icurs ciltbres m'moires 
de i83o, H.iiphen ei M. Noeiher oni doiin^ I ee tujet quelques proposi- 
tions ginirilci, Ce soat surtojt les syittmss continus de courbei tracies sur one 
lurf.ice qui ont fjit. dans m; derniers i;niis, I'objii de travaux importanis, par- 
ti cut itrcraent en Ita'ie, avL-c MM, Guccia. Sef^re, Hcrtini, Castelnuovo, 
Enriques, eti. Les systdm^s linl^aires de courbc^ soni pariiculitremeni intfres- 
sants. On d&igne sous ce nom un svsiime de courbes di^i:oup£es (totaleiTiEni ou 
panicllemeni) sur F par les surfaces d'un systimc liniaire. M. Enriquei > 
rematqui qu'un iy»t*m; de courbes dipendanl de r paramttres ct d*cou[>^s lota- 
temcnt ou parti^llcmcnt sur F par les surf.iccs d'un systtme a!gihriqui (on ne dii 
pw IMairi), est nieessairement lin^aire si r esl supirieur i un, et si par r pointi 
g'Tiiraui do F passe une seule courbc du systtme;. Tout r&emment, M. H uim- 
hert s'est occupi J.'s s5rie! simpleineit iofinie* de courbes sur une lurfacci. et 
il a niontrii qu'une t<i!le skie de courbfs, se coupant deux h deux en un ou 
piosieun points mobiles, est comprise dans une sirie liniaire (deux fois infinle 
uW^IBoins) de courbet du mCme ordre, pourvu que la surface nc posstde pat d'iu* 
■^■hs de dlff^ren lie ties lotjics de prcmiire esp^ce; on entend ici par strie Ii< 
■|Hc de courbes des courbes d£caup6es par les surfaces d'un systtme liufaire, 
"riffqiK surface mobile ne coupant U propos^e, eu dehors dc courbes fixes, que 
suivant une seule courbe mobile. 

Les surfaces appelJes nnicunalts, pour lesqi-eHes les coordoonies s'expriment 
en fonctions tatioonellcs de deux paramttres, ont fail dcpuis Clebsch I'objet 
de nombreux travaux. Une lacune iiiiportinle subsistail dins cctte ihiotie. Peut-on, 
pour une telle surface, faire la reprL^scnlJiion paramftrique de manltre qu'l un 
point arbitraire de la surface ne corresponde qu'un scul sysihne de valeurs dei 
deux param£trcs? Cette question trjs dfticate restail en suspeni; nous savons 
maiutenani, grlcc i M. Casiclnuovo, qu'elle doit £tre risolue pjr I'aflir ma- 
live. On peut dMuire de li que, si une surface contient une simple infiuii^ de 
courbes ratioanclles, infiniii dependant Taiionuellemeiit d'un paramitre , elle est 
unicuraalb 
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Quel<|ues traraux ont encore tti cooMcrtt r^emmcnl i I'itude dn suidm 
il'apib le genre de leun seCitons plaoes. J'avah cbrrchf auircfab lus lurftca 
doot loutes let txtions pljnes sont unkuriales et montri qu'etles se reduiien 
tuix surfaces riglie* uaicunales et i la surfaced; Sieiner. M. Caste InuOTO 
a cherchi les surfaces donl tou:es let sections pbnes sont de genre im ct II i 
ttabli que ces surraces soni unicursalcs ou tig\ies. M. Enriques est arrive t 
la mime conclusion pour les surfaces doni les sections sont des courbcs h^FF^il- 
Upiiques de genre quekonque. Rappeloos encore, dans 1c mfine ordre d'idici, nn 
I diiortnic iaarxi en i836 par K r o n ec k e r ct que vienl d'ttablit M. Castel- 
ovo, d'aprit Icquel lc5 seules surficct irr^uciibtes adnietiant line daul>!< in- 
linitt de sections planes d6composablei en deux coutbes disiinctcs sont les sur- 
faces rigUei ei ta surface de S t e i n e r. 

L't^tude des transformation 9 d'une surface en elle-itihne* au rnoyen de ma- 
sformaiions biralionaellei, est iniportante pour It tMotie qui nous occupc. 11 T 
a ici encore une grandi: dilf6rer.ce cnirc le cas des coutbes ci cclui des surfaces, 
Titndis qu'une iransfortnatjoii blrationnellc d'une courbe en el!e-mftnie, dipendjnt 
dc patainicret .irbitraires, fail n^essairement pattie U'un groupe lini ei coocina 
lu sens de M. Lie. il peut en (tte autrenient pout Ics surfaces, j'ai pu Aadlet 
le cas des surfaces admeltant un groupe lini ct continu de transfornutioos bin- 
lionnelies; mais les cas oCi celles-ci nc for.neni pas un groupe piraisseot d'aa 
bien autre intirit. 

On voit que, ma'grj lani de iravaux ct paniculitrement ceux deM.Nocthcr 
qui oai tant comrjbui au:c progr^ de la thiorie gdnfrale des surfaces algtbriigues. 
celle-cl est loin d'ttre aussi avancfc que celle des courbes. II semble que d'autfcs 
oonibfes invariants que ceux qui ont iii jusqu'ici consid^t^s soient t iotroduirc. 
Ainsi, il y a un grand nombrc de classes dc surfaces pour Icsquelics il n 
k tirer de la notion de g-nre gfoinftrique; j'ai lieu d'cspdrer qu'au mor 
des cas ciendus, un nouvcl ir.vatiant sur Icquet j'ai r^emtnent appeli I'j 
ct d'autres nombres analogues pourronl n'£ire pas d£nu^ d'int^rtt. 



Ehilb Picard, 
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SULLE INVOLUZIONI DI SPECIE QUALUNQUE. 
Nota di F. Gerbaldi, in Palermo. 



AdonAnu d«|l*ii noTcmbr* 1894. — Vtrbali. 



II prof. G u c c i a ha in questi Rendiconti dimostrato in pib modi che I'ab^ 
hassamenio prodoUo d i una singolaritd ordinaria [ ^i 9 v, 9 . . . ^A ] ^ nunuro 
dd punti {k-^- i)'pU di un'involuiione di specie k I in geturdle 



^i = ^'i + ^'a +•••+<'* — 



*(*+!) 



Parmi utile rilevare che Pultima diraostraztone (t. VIII, pp. 228*2)0) li pu6 
eitendere in guisa che nello e.iunciato precedente sia lecito sostituire la parola 
sempre alia parola in generate, Basta a quest'uopo far vederc che 



= 



?. 



?■— a, ... ?•— »| 



jf, 8 Xj 






a»t. d»t«. d*f, 



34 d4 "^ 



ID Diun case si pu6 annallare per jTs ^ a 
Pongasi per brevity 

n — 9j =5 «j 



(iwm I, 2p ... k) 



ed i coeflkienti delle pib alte poteoze di x^ nei poltnomi fw , f^^-^r , , . * , t<i-«^l 
si denotino rispettivaineate con a^ t a, , . . . tf^ . Indi f i preroeuaoo Ic KgiMrritl 
osservazioni : 

i^ dalle dbuguaglianze 



GERBALDt. 



a" ntuno dd coefficienii a, , 0, . . . . Ot puA vntn nul1<^ percht, se (one 
c, ^ (f =s I, 3, ... t), il polinomio f*— ti ivrebbe z, come Euiorc, donde 
■cgui: cha aell'involutiane rainore /J"* jl punw «, = o sjrcbbe ua paoto but 
eon una molKpltcitl nugglorc di a, , i1 chc t cootro I'ipolui circi U oitun 
ddU siugoUriii (Id punio x, ^ o; ak t a^ = o, alirimeDti il puato 4i ^ n- 
•rebbe un punto bue per rinvoliuiooe J\ diu, dd che si escludc 

Oa posto, si ulcoti il vilore di •> per x, = d x, = i; aso t 



4 



b(--I) .. . (»-*+l)a„ 



I) ... (»,-»+ Oa, 



Questo dcKrmininte si riduce Cftdtmente con operuitini f«Ite sullc 
Uli id UQ dsti:riTiiii4ile di VandecTDonde, ed t uguale a 

*aoO,...(i,(n — 1, )... (b — *^ )(«, — «,)...(», — 111)... (ii-,-»i)- 

Dunque, per z, = a, 4> si riduce ad un prodotto di fottori, i quili ptt It 
osservuioni premcMC sono (urii diversi da leto. 

FouiDO, 27 agosio 1894. 



F. Gbrbaldi. 
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SULLE TRASFORMAZIONI DELLE EQUAZIONI 



DELLA DINAMICA. 



Nota del Dr. Giovanni Di Pirro, in Roma. 



A^anaaxa del 10 iii*rzo 1995. 



I. I lavori del sig. Appell sulla c Omografia in Meccanica • 
condussero il sig. Goursat a proporre la seguente questione : 
Dato il sistema di equazioni di Lagrangia 

dove S z= — ^ ^rsP'rP'i (fin = O * "^^ funzionc quadratica omo- 



2 ., 



genea delle X > ^a » •••<?■ ^^' coefficienti funzioni delle ^, , ^^ , ••• ^« > 
e dove le P, contengono soltanto le />, , p, , . . . ^. ; travare delle 
funzioni 9, , 9a >•••?• ^ ^ ^^'^ ^^^> ponendo 



(I) 



sia possibile trasfbrmarc il dato sistema nell'altro 

RgfuL Circ. MaUm.^ L IX, parte i*.— Stampato il |8 marzo 189J. a) 



c. 01 rttio. 



ioft 5, = — J*«(^f^ (*■ ^ O * una .fnnriooe quadranca oaiy- 



genn ddle f|. fj. . . . (^ coi coeffideoti funzioai delle sole j„J 
?i . - - - f . • c dove le (2r oputcagopo soltmto le g,, f , , - - • (^ T 

Uq caso pjrticobTnieme i mcr qsio i g di tale qDCstionc si ban 
qoeUo rccRHcmnite studiato dil sig. PiioleT^ in una lungi M»J 
moda, pubblicaa ncl ■ joomal de Matfaimati^iucs pures et if^vl 
qoies > (i* Cue 189^), reUth-o alle trasEbtmazioni deSnite dille^ 
(onocAc: 



(J) 



eu . 



: definiK 



1 caso nd quale le traicnorie definite dai sistemi (A) e (5] 
hanno le medesimc eqoationi, pur esscndo sopra esse diverso il mo- 
vimento. 

Su questo soggetto il sig. P a i n 1 e v i Ka dimostratj pareccU 
imporUDti teoremi, noo per6 tali di esaurire I'ai^omeato. nk tali 
dare UQ coocetio delta entiti di qunte trasfiHUUzioni, e de] 
buto che esse posso5o if^rtare alia risutuzioae dd probteau 
Meccantca. 

La qaestione, tnrero, allon pcArii dirsi completamenie risoluU^ 
quando sia detenninata la fuozione \ e siano determiaate altreslb 
condiziont, a citi devono soddisfare i coefficient! o^^ ft_, perchi 
tnsfermazioae sia anuabile. 

Partendo da quote consideraaoni, io mi propan^ di nsolvi 
compiuucaente il problema iraitato dal sig. P a 1 n I e v i ael caso cb 
le espressioni deUe semltbrze vivc S ed S^ siano riducibili alla/« 
criogonale, e nel caso che le fone P.(J>, , p,, ... p^, Q,(l,, J,. ...f, 
siano affatto arbitrarie. 



2. Alio scopo di stabilire alcune formole preliminari, 4 ini 
necessario osservare con Stickcl (*) c^r, quto^o «i sTtluppin^ 
pritni membri delle equazioni (A) e (B) e si tenga conto della 



(•) Journal de Crelle, t. no. 
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sfbmiaztooe (i), si possono trovar« dci cocficienti ^'^ in oamero 
dl n' (r = I, 2, . . . Ki j =^ t, 3, . . . n) aoa dipendcoti che da 
Pi I Pa' ■ ■ ■ Pa ^ iiMDieri chc Ic espressioDi 

, . d /dS,\ dS, •^oc.Jd fdS\ dSl 



non contengano pifi le derivate scconde e s 
a deDe fonne quadratich« ^, di ^^, )>^, . 

Baster^ aanullare 

con che si avHt 



ridDcaoo ID ooDs^iiensa 
- P'^ 

lelU esprcssiooe (j) il coefficiente dj -^ : 



•■['■'f^+*"ll:---''§^]-S*'---=° 



^H^ Facendo it ^ t, 2, . , . n si aTranno n equadoni Itoeari defi- 
nenti J?*"', R*'*, , , . J?J'' neUe quali il dnernitoaDte dci coefficicntf 
delle J? & il discmniDaate di 5, cbe percto non h nuUo. 

Calcolale te R, la cspressione (}) diveota uguale ad una fonoa 
<)uadraiica ^, delle p',, P',, ■ ■ ■ p',; ^ ^ avraano tia le Cone P, t 
le Q, le relazioni: 



(5) 



C — ♦, -J.S^PiK 



Da questa fonnc^a si deduce che quando le funzioni > e 9, sono 
scellc arbitrariaincme a (brze P, hnxaavA delle soie coordinate cor- 
rispcndono delle forze Q, funzioni e delle coordinate e delle v^ 
toch^. 

Se not peri) vogUamo che le foae Q, siano dipendenti s^tanio 
dalle pouzioni, occorrerik che ta trasformazione sia parti col arizzata 
dalle coodiziooi : 
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i ruovimcnii possibili del sisteoia, bisogna cbe le equazioai (6) ab- 
biano luogo quali che sieno />,', p',, . . . p',, e che quindi i cocffi- 
cienti delle diverse poteoze delle />' siano uguali a zero. 

St avri cosi un nuniero piu grande di equazioni detinend le ?, 
e ^. Queste equazioni saraimo generalmente in numero maggiore 
delle funzioni a dcterniinarsi : di moJo che non si poiri rcalizzare 
la trasfomiazioae, senza che esistano certe relazioai tra i coctHdeod 
a„, h„ delle forme S ed S,, 

Allorquando questa trasfomiazione esiste, a forze P ouUe cor- 
rispondono forze Q nulle. 

La trasfomiazione quindi conserva \ movimemi geodetid. 

J. G6 poslo, vcniamo alia risotuzione del problema che ct 
occupa. 

Trascriviamo i sistemi (A) e (S) che chiamcremo d'or inoand 



W 



tt) 









'Up. 

a?/ 



= P,; 



J df 



2 di; • 



e suppoQiamo che sis 



Diremo corrispondenti i sislemi (5) ed (5,) e corriipondtnti pure i 
gli dementi lineari rfr, rfj,. 

Feroic rimanendo !e condizioni ammesse per (^) c (fl), mi pro«l 
"pongo di vedere quale debba essere la forma delle a„,b„, equaled 
la forma di i, pcrdiii il sislema (S) si trasformi nel sistema (^Jl 
mediante le formole : 



I dl =:y.(p,, p,, ... p.)dl,. 



SttLLB TRASI^ORMAZIONl OELLB E0.UAZIOKI DBLLA DINAMICA. I'J) 

Tenuta ragione delle ipotesi fatte, le equazioni (4) d^nno nel 
nostro caso : 



V*„ = ^')fl„, 



da cui 



UCO — vAr, 



«,r 



ed 

!?<•> = i?« = . . . i?<^'> =z S^'*'^ = . . . = 2?<;' = o. 

Le equazioni (5) diventano: 

E se per P, e Q^ poniamo i valori che si cavano dai primi 
membri dei sistemi (5) ed (5,), le equazioni (6) daranno luogo al 
sistema : 



(7) 



.db, 



dp. 



. ^ L ^^ '.%Kda„ /r=I, 2, ...II \ 

^Pf ^rr ^Pt V= I, 2, ... If / 

*-^^"_^=0. /r=I, 2, ...II ^^\ 

^rr ^Pr ^ Pr ' \f = I, 2, . . . II / 

Si vede di qui che la risoluzione del problema h ricondotta alia 
integrazione del sistema (7) formato da fi(2fi — i) equazioni diflFe- 
renziali. 

Integriamolo : 

La I* equazione si pu6 scrivere : 

a^GogU + g|-(iogv)-^(iogo = o 



pv 


m 
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■ 


^^^L 




Ai^-^±)- 


fl 


^^^^^ di 






^^W 


H 




■-K(p.>p,, --. P.-„P., 


A). " 


^^H dove 


h i! slmhol 


di una funzione arbitraria che non conti^^-^ 


^H l> 






^1 


^^H 


2' eqiiazione si pu6 anche scrivere 


H 


^h. 


5f;(.o.» 


.,) + 5^aog»)-j|-(ioRO 


-° J 


^^^r ossu 




aH'-^t)- 


H 


^^Hj^^^ la quale 


equazione, 


valendo per 


^^B 


^m 


J = I, 


,2, ... r — I, f + I, . . . 


^^^^^B 


^B 






fl 


^^H dove la 


n,(/',) 4 una funzione arbitraria della sola 


ft- ^^^H 


^^H Teaeiido cotito 


di questo risuliato I'equaxioae 




^^B 


"ft 


-F<J;.t„ ■•■ A-,./>^.. ■■• 


■ 


^^^^^^^^^ diventa 






1 


m. 




-f,(f..p„ .../■„,;„,, .. 


1 
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la <}ttale vdendo p«r r ;;=; ( , z, ... n comieiia le altre 
Pordamo ora la nostra attenzione sopra Teguaglianza 

che possiamo $criver^ 

F, _ F,., 

ed o^servUmo che, per U natura 4^1Ia fup^pQt i%» Upnmo mem- 
bro non contiene la p^ , per la natura della funzione F^^ , il secondo 
membro non contiene la p^_^. Perchi duQqu« TuguagUanssa possa 
aver luogo t necestarb che i du^ ixmnbri siaoo uguali ad uoa certa 
funzione 

che non contenga n4 la A_, ^ n4 la p^. 

Ayralendoci di questa considerazione possiamo allora dal si- 
sterna (8) dedurre le seguenti relazioni : 

F F 

ff = -ff = 9n(p2pi • • • Pr^iPf^i '" Pm) 

F F 

n^ = -jf = 9ri(PiPi ' • • P^iPf^i • • • -?•) 



F F 

n" = n" = ?ri(/^i/a • • • P^ipH-i ' • • Pr^ipM4'i • • • A) 



F F 

if- = "n" = 9m(Pip2 • • • Pr-^iPr+i ' ' • P.-Jj 

dove le f> sono siooboU di funzk»i arbkrarie e gli indici r, 5 nella 
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funzione 9^, stanno ad indicare che in essa mancano le variaHli 

A e A- 

Ora da queste relazioni si rileva che la 



F 



r 



(indipendeote dalla p^) h tale funzione che il quoziente della divi- 
sione di essa per !!,(/>,) i indipendente da^, , il quoziente per IIj(pJ 
4 indipendente da />,,..., il quoziente per !!,(/>,) i indipendente 
da p,. 

Dunque essa h necessariamente della forma 

F, = c. n,(p,). u,Q>,) . . . u^,(j>^,). n^.(/>^.) ... ii.(/^.) 

essendo C una costante arbitraria. 

Questa esprcssione fari conoscere la forma delle F, , F, , ... F^ , 
quando in essa si faccia successivamentc 

r I ly 2} ... fl. 

Tenendo conto di questi risultati e del sistema (8) segue per 
X il valore 

x=cn.rA)n,(/>,) ... u^ip^. 

E quindi dalla 
si cava 



*„ = 



C.n.n, ... n^.ii;n^. ... n, * 



Dopo ci6, risolvtamo il sistema contenuto nella 3* equazione 
del sistema (7), che ^ 

^, ^f« _5*ji._Q /r=i, 2, ...» ^ \ 

"rr dp, dp, ' V = I, 2, ,..» V* 
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Sostitueo4o in quests per k„ ^ b^ i valori trovati, si ba 



I da„_ I 'dp, "dp. 



> 



ossia 






cio^ 



^ (log«„) = ^Pog(nr-n.)]. 



Da quest' ultima integrando si cava : 

dove ^^ indica una funzione indipendente dalla p^. 

Pooendo $uccessivamentc ndla formola cosl dedotta 

r=: I, 2, ... If 
si ottengono le relazioni : 

a„ = (n, — n,) ^, , essendo ^, indipendente da p^ 



^. = (n. — n,)i|;,, . *, • • />^ 



Per queste relazioni si deduce che la a^, contiene la f>^ nel solo 
fattore n^ — n,, e che perci6 dev'cssere dell a forma 

^« = (n.-ii,)(n.-n,) ... (n,-n,) ... (n,-n,)P<'>, 

dove la Pj'^ 4 una funzione arbitraria della sola /»,. Ora, senza Icdere 
Rend, Circ. HaUm.^ t. IX, parte i\— Stampato tl 18 marzo 1H95. 2} 
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la generality dei risultati, si pu6 supporre Pj'^ = i, poichi ci6 cqui- 

vale a sostituire alle p^ altrc variabili p^'^ legate alle prime dalle 
relazioni : 



/-> = fvWdp. 



Riterremo quindi 

a.. = (n, - n,)(n, - n.) . . . (n, — n.) . . . (n, - n.). (r?ij) 

Sostituendo questo valore di a„ nella espressione trovata peri,, 
si ottiene : 

J _ (n. - n,)(n, - n.) . . . (n, -<n.) . . . (n. - n.) 
.""- n. n, . . . n._. nj n.^. . . . n. -'^^ 

£ da osservare intanto che il valore di a„ non cangia quando 
in luogo delle n^ si ponga n^ + b, essendo b una costante. 

Per contrario J„ diventa una funzione di ft e varia col variarc 
di b. 

Quindi per ogni valore di a„ soddisfacente al sistema di equa- 
zioni integrate corrispondono infiniti valori di b„ soddisfacenti tutd 
al medesimo sistema. 

Quanto si & detto ci permette di enunciare la seguente propo- 
sizione : 

Se le espressioni delle semifor:(e vive S ed S^ sono riducihili a 
forma ortogonale, il sistema (5) di equa:^ioni di Lagrangia si potrb 
con le formole 

qr — Pr 

dt = 'k(p,p, ... p.)dt, 

trasformare nel sistema (5,), quando, posto 
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si abbia rispettivafnente 

a^ = (ji, - n,)(n, _ n,) . . . (n. - n,) 

. _ (n, - n,xn> - n,). > .(n, - n,) 

^- - C(n, + AXn. + A)...(n^. + *Xn. + A)Xn^. + *)...(n. + *) 

^ ii ahbia altrtsi 

\ = C(n, + *)(n, + A) . . . (n. + *). 

In tal casOy e solo in tal caso, la trasformazione proposta a 
forze P^ del sistema (5), funzioni delle sole coordinate, fari corri- 
spondere forze Q^ del sistema (5,), funzioni del pari delle sole coor- 
dinate. 

E la dipendenT^a fra le P^ e le Q^ i definita dalle formole : 

ossia dalle: 

(9) a = C(n. + AXn. + h)... (n„ + *xn^, +*)... (n. + h)P,. 

(r=i, 2, ... «) 

4. Studiamo ora un caso particolare importante di queste tra- 
sformazioni. 

Supponiamp che le P^ derivino da una funzione potenziale U, 
per cui si abbia 

p _dU 

Da questa ipotesi non consegue necessariamente che le Q^ deb- 
bano pur esse ammettere un potenziale : ci6 in generale non sar^. 
Si pu6 per6 doniandare : 

Esistono forme della funiione U, per cui, essendo P^^:-^ — , sia 
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Perchi ci6 sia, occorre che l*espressione 
sia un differenziale esatto e che quindi si abbia ) 



dp, dp,' V = i, 2,...« / 



Ora 



fi,= C(n. + A)(n, + A) ... (BU.. + *)(n^. + b) ... (n. + »)|^ 
G. = Ctn. + A)(n, + h) ... (n^. + i)(n^. + b) ... (n. + A)|| . 



Qoindi la 



dp. ~ dpr 



di 



^;[<-'>^-^]-5|-[cn.+')||] 



dp, 



OSSUi 



^ ^ 5 A 5 A \* = I, a, . . . « / 

La determinazione della funzione (7 h cosi ridotta alia integra- 
zione del sistema (lo). 

Per eifettuare una tale integrazione consideriamo le n seguenti 
equaziotii t 



a»(n,-n.)[7 _ 
dPrdp, -° 

a»(n,-n.)i7 _ 
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d' (u,-^n,)U _^ 



'^pM 



a'(n,-ii,) _^ 



Queste equazioni, integrate, dinno : 



.* • 



(n, - n.) 17 = <p<') (/», , ^, , ...p^,,p^,, ...p.) + 

+ 9?^(P^,P,, ■" P^,p.^,. "-p:) 

% 

(n,-n.)£7 = 9«(p.,/.,, ... p^,,p^ />0 + 

dove 9^'^ h il simbolo di una funziotie arbitraria delle variabilis in 
cui I'indice r sta ad indicare che in essa nf^anca la variabile p^. 

Ora daU'esame delle relazioni precedent! si scorge che la (7 
deve potersi esprimere mediante la somdia di due funtioni. 

La prima conterri in modo arbitrario tutte le variabili, ad ecce- 
zione della p^^ la quale vi entra soltanto nei fattori 



n,-n.' n,-n.' ••• n,-n/ •• n,-ii.- 

La seconda conterr^ in modo arbitrario la ^^f e sar^ tale fim- 
zione di ^, , />, , ... p,^, ,/>,+, i ••• A <ih€, moWplicata per (n,— n,) 
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non conterri la />, , moltiplicata per (n^ — n,) non conterri la 
p^^ . . . , moltiplicata per (n^ — II,) non conterrii la p^. 
Questa seconda funzione sar4 quindi della forma 

SriPr) 



(n, - n.) (n, - nj ... (ii,-iij 

con /,(/>r) funzione arbitraria della sola />,. 
Potremo quindi scrivere : 

V= Fj[pr, A. • . • P^.. A. Pr^,^- P.) + ^' ^'^ 



(n-n.xn-nj...(n— nj' 

dove F, i una funzione arbitraria delle p,,Ptf ••• P,^tt Pr+s» •••/■» 
e contiene la p^ soltanto nei fatten 



Ma il ragionamcnto fatto vale per tutti i valori che pu6 assu- 
merc r , doh 

If 2f • • • r»» 

Ne consegue che la p^ pu6 entrare arbitrariamente soltanto nd 
termine 



(n. _ n,)(n. - n,) ...(n.-nj' 

che la p^ pu6 entrare arbitrariamente soltanto nel termine 

fM 

(n, - n.) (n, - n,) . . . (n, - nj 



e che quindi la U dovrk necessariamente avere la forma 

;^(n, - n.)(n, - n.) . . . (n, - nj • 
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I problem! trasformati ammetteranno anche essi un ugual nu- 
mero di integrali quadratic! nelle -^ = -^ . 

I risultat! sopra espost! contengono !a s^, come far6 vedere, 
tutti quell! ottenut! dal s!g. Appell, dal sig. Dautheville, dal 
Dr. P!cc!ati, relativ! a! problem! aventi due grad! d! liberty. 

D! quest! risultat! !o m! avvarr6 per svolgere alcune conseguenze 
ed appUcazioni. 



Roma, 26 febbrajo 189$. 



Giovanni Di Pirro< 



H&nd' Circ. MaUm.t t. IX, parte i*. — Stampato il 90 tnarso 1895. 
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SULLE SECANTI MULTIPLE DI UNA CURVA ALGEBRICA 

DELLO SPAZIO A TRE OD A Q.UATTRO DIMENSIONL 

Nota di L. Berzolari, in Torino. 

(Estratto di Lettera diretta al profl C. F. Geiser). 



AdaiMau del lo febbrtjo 1S9). 



Nel lavoro Ueber die dreifachen Secanten einer digebraiscbtn 
Rautncurve {Collectanea Mat hem. in mem. D. Che lint, 1881) Ella 
ha determinatOy in due modi, il grado delta rigata costituita dalle 
trisecanti della curva comune a due superficie algebriche di dad 
ordini (e ne ha poi dedotto Tnnalogo risultato per una qualsivoglia 
curva algebrica dello spazio ordinario), ricorrendo aH'osservazione 
del § I (pag. 296), secondo la quale, in senso algebrico, le trise- 
canti della curva comune ad un piano e ad una superficie d'or- 
dine n possono riguardarst come costituenti una rigata d'ordine 

— -^n(n— i)(n — 2). 

Ora non h forse del tutto sprovvisto d'interesse mostrare come, 
senza punto nuocere alia semplicit^ del Suo metodo, si possa evi- 
tare questa considerazione alquanto paradossale, o, almeno, non geo- 
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metrica, di un ordine negativo di una superficte. A ci6 sono perve- 
nuto facendo uso dello stesso principio che informa tutto il Suo la- 
voro> cioi di quello che il sig. Schubert ha chiamato il principio 
delta conservaT^ione del numero. 



SI. 

Rappresenter6 con F*" una superficie d'ordine nty con {F^F*) 
la curva che 6 completa intersezione delle superficie F*" ed F", e 
con 9(m, ti) I'ordine della rigata costituita dalle trisecanti di una 

Cio posto, cerco il numero 9 (2 a^ ti) : decomponendo F" in a 
superficie di 2° ordine, cioi ponendo F^^F^F^ ... F*, la rigata, 
di cui si cerca il grado, h formata : i) dalle a rigate delle trisecanti 
delle curve (FiF'')^ ciascuna delle quali (^Collectanea^ pag. 294) h di 

ordine — n{n — i)(fi — 2); 2) dalle 2. -^^ rigate generate 

dalle corde di una delle curve {F^F"") appoggiate in un punto ad 
una delle curve rimanenti : ciascuna {Collectanea, pag. 302) fe di ordine 
2 « [« {in — i) -f « (w — i)] — 4» (2« — i), cioi 2n (jn* — 611 -|- 2); 

3) dalle -^= ~ ^ rigate delle rette che si appoggiano in 

punti disiinti a tre delle (F* F"), e che sono di ordine 

2.(2n)' — 3.4W. 2» = 8ii*(2n — 3). 
Si ha dunque : 

(p (2 fl, «) = J. — n (n — i) (n — 2) + a (a — i). 2 » (3 »* — 6 » + 2) 

+ -1- a (a — I ) (fl — 2 ) . « * ( 2 « — 3 ) 

=:yfl«(fl«— i)[4fln — 3(2fl + n) + 4]. 
Dando qui ad a tre valori distinti, per es. i, 2 e 3, col metodo 
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da Lei indicato a pag. 300 dei ColUctmm ai didyce il valcxt 
rale di (f(m, n), do^ (*): ^ 

(i) <p(m, n) = -j^mn(fnn — 2)[2mm^j(m^ny + 4^ 

Del resto si pu6 ottenere questa medesima formola anche am 
un procedimento diretto> e simile a quello di cui Ella ha &tto oso 
a pag. 300 dei Collectanea, ma senza per6 ricorrere all'oiscrruione 
del § I del Suo lavoro. Infatti, st mz=zz a, po$lo f^s/^F* t*^ FU 
si trova per f (a/i, it) I'espressione giii scritca sopra» la quale odU 
sostituzione dim a 2 a, si riduce a quella fomita dalla (i). Se invece 
m=i2a+ I, si poaga F* ss F^Fl . . . F^, F'; allora la ri^au dellc 
trisecanti di (f^F*) si decompone : i) nelle a — i dgate deUe triae- 

canti delle curve (F* F"), di cui ciascuna i di grado — n(n — iX« — 2), 
e nella rigata delle trisecanti della {F^F'^, la quale (Collectanea, 

pag. 297) i di grado — n(3ii — 2X3^ — S); .2) nelle 2. ^^ ^^ ^ 

2 9 

rigate costituite dalle rette che tagliano io due puoti UM deUt 

(F^F') ed in un punto una delle rimanenti : ciascuna h di grado 

2»(3 n* — 6n -f 2); 3) nelle a — i rigate formate daUo rette che 

tagliano in due punti una (F^F") ed in un punto la {F^ F*), e di 

cui ciascuna ha il grado 3w(3ii* — 611 + 2); 4) nelle a — I rigata 

aventi per generatrici le corde di (F' F") appoggiate ad una (F* F^, e 

che sono di grado 3«(s»* — 9>f + 2); j) nelle ^ ^ — 7 — ^ ^^ 

rigate costituite dalle rette appoggiate in punti distinti a tre delle 
curve (FfF')y e che sono del grado 8n*(2ii — 3); 6) infine nelle 

^ — rigate, che sono luogo delle rette appoggiate in 

punti distinti a due delle (FfF"^ ed alia (F^ F"), e che banno il 
grado i2fi*(2fi — 3). 



(*) Alio stesso risultato si potrebbe anchc pervenire, facendo uso dei va- 
lori di f (m, n) gi^ da Lei determinati per m = 2 ed m ^ 3, ed aggiungendo 
il valQra che si ottiene dalla formola superiore ponendo* ad at,, « cm a (do^ 
fit sss 4)y e pel applicando il Suo metodo sopra ricordato. 
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Sommando le varie espressioni cosl ottenute, si trova per 
(f(2a + I, n) un valore che, colla sostituziorie di m z 2a+ i, si 
riduce aocora a quello dato dalla (i). 



sin. 

Lo stesso metodo permette di aggiungere ai risultati del Suo 
lavoro la detenninazione del numero C^ (m, n) delle quadrisecanti di 
una (F^F"), e poscia di una curva algebrica qualunquc del nostro 
spazio (neiripotesi^ ben s*imende, che tal numero sia finito). A taU 
scopo^ per non dilungarmi sovercbiamente, far6 capo alle seguepti 
note formole, avvertendo per6 che, nei casi particolari in cui dovr6 
applicarle, esst si possono tutte dedurre assai semplicemente dal 
Suo lavoro. 

a) Le trisecanti di una curva di ordine m con b punti doppi 
apparently appoggiate ad una curva di ordine m, avente colla prima 
k punti comuniy sono in numero di 

fw, (fw — 2) p -y-m{m— i) — i (A — m + 2). 

P) Le corde comuni a due curve di ordini w, ed m, , aventi 
rispettivamente h^ ed h^ punti doppi apparently ed aventi in comune 
h punti, sono in numero di 

*A + \- w, i«,K--i)(w,— i)--i(»i--0(«a-'0 + -^ *(*~i). 
4 2 

Y) Le corde di una curva d'ordine m con h punti doppi appa- 
rent!, appoggiate a due altre curve di ordini m^ ed m,, le quali 
abbiano rispettivamente in comune colla prima curva h^ e h^ punti, 
e fra loro £„ punti, sono in numero di 

i«,w, I fe H m{m — i) — (w — i)(*,«i + K^d — **» + *i*a* 

S) Le rette appoggiate a quattro curve di ordini tn^, m^y nt^^ m^, 
tali che quelle degli ordini m^ ed tn, abbiano k„ punti comuni, sono 
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in numero di 

4 
2 l«, l«, »», W4 — Z ^ *"» *" + *«a ^4 + *ij *>♦ + *«4*»J (*)• 

I 

Noto ancora che dall'esistenza di 27 rette sopra una P risulta: 

% 

m 

Ci6 posto, comincio collo stabilire Tcspressione di ^'(3^, »), 
per il che basta porre F^* ^F\F\ ... F\, Allora le quadrisecanti 
della curva (F^T") si scinJono in vari i^ruppi, come segue : i) a 
gruppi, di cui ciascuno i formato dalle quadrisecanti di una delle curve 

(F^F"*), che, per e), sono in numero di -g-«(« — i)(n — 2)(« — 3); 

2) 2.-^ gruppi, di cui ciascuno i formato dalle rette che ta- 

gliano in tre punti una delle (FjF") ed in un punto una delle rimanenti : 
ciascuno di tali gruppi, per a),*consta di -^ « (9 n^ — 39 n*+^6 n — 12) 

rette; 3) — ^^ gruppi, ognuno dei quali 6 costituito dalle corde 

comuni a due delle (F/ F*) : per P), ciascuno di tali gruppi contiene 

-^11(1311' — son' + 4711 — 6) rette; 4) -^^ ^^ ^ gruppi, 

4 2 

ciascuno dei quali i formato dalle corde di una delle (F/F^ che si 

appoggiano a due delle rimanenti : per y), in ognuno di questi 

27 
gruppi sono contenute — - n*(5 n* — i7« + 12) di tali rette; 5) 



(*) S'intende da s^ che (qui, come in tutto il presente scritto) i puiiti co- 
muni alle rette considerate e alle curve date si suppongono tutti distinti fra lore. 

Le formole superiori a), P), y), 8) si trovano dimostrate, per e$., in un la- 
voro del sig. P i c q u e t (Bulletin de la Sociiti Mathim. de France, t. I, 1873, 
pp. 260-280); le ultime due sono per6 date inesattamente da questo Autore, come 
ha rilevato il sig. Gucci a a pag. 27 del t. I di questi Rendiconti (seduta del 
22 marzo, 1885). 
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a(a — i)(a — 2)(a — 3) 1 . i. j n 

-^^ ^^ ■'^ gruppi, ognuno dei quali consta delle rette 

24 

che si appoggiano a quattro delle curve (F/F*): per &), ciascuno di 
tali gruppi contiene 81 n*(2»* — 6n + 3) rette. 

Sommando le varie espressioni ottenute> si trova : 

K3^> ii) = -|-tfn{(3tf— i)(fi—i)[3 an (3a— i)(n—i)— 241111+22] 

— (3tffi— 2)(flfi -i)(3a«— 13)[. 

Se allora si osserva che Tespressione generate di ^'(w, n) dev'es- 
sere simmetrica e di 4° grado in m ed n^ e deve annullarsi per 
wzzzo e per n = o, sostituendo ad a quattro valori diversi, per es. 
I, 2, 3 e 4, si trova col metodo dei coefficienti indeterminati la 
formola richiesta : 



(2) 



tj;(m, n) = — mn\7,m^v? — 6tn*v?(fn + n) + 3 tnn(m + n)* 
24 

+ 18 mn (iff + If) — 26 mn — 66 (m -+■ if) + 144]. 



Chiamando h il numero dei punti doppi apparent! di (^F^F^^ 
si lia : 

h = — mn(m — i) (if — i), 

onde, ponendo mn = p, il secondo membro della (2) si pu6 scri- 
vere anche nella forma seguente : 

(3) -^*(* - 4/> + 11) -^P(P - ^)^ - 3)(P - 13). 

Dunque una curva di ordine p dotata di h punti doppi apparenti, 
la quale sia comphta inter stT^ione di due super ficie, possiede un numero 
di quadrisecanti data dall'espressione (3). 

Se poi si suppone. che la curva si spezzi in due parti aventi in 



If* 
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comune un certo oumero d'l punti, con un metodo analogs a 
del Suo 5 IV, e facendo uso tlelle a) e ?), si trova che i! risolliffl 
precedcntc i vent an:lie per una curva cbe sia solunto panii!* 
intersezione dt due superticie. 

Siii. 

n metodo precedenle si pub aiiche applicare alia determinaziDoe 
del numero delle trisecand di una curra algebrica dello spauo 
(juattro dimensioni, studianio dapprtma la curva che h complctl 
interseiiooe di tre varittit (a tre dimensioni), di cui I'una sia iA 
a" online, e ricorrendo aila rappresentazione di quest'ultinui adlo; 
spasio ordinario. 

A al fine i nece»ario premettcre le seguenti proposizioni, 
si dimostrano facilmente, estendendo noti procedimeaii dello sp 
ordinario : 

oc') Date due curve di ordini m ed m, , aventi it punti comtml, 
e di cui ta prima abbia h delle sae corde appoggiate ad una ita 
retta ari^itraria (•), esislono 

i m, — {« — 2) * 

corde della prima, che si appoggiano in un punto alia seconda. 
^') Date tre curve di ordini m, , m,, m^, tali chei^uelledt 
ordini m, ed m, abbiano k^ punti coQiuni, esistono 

rette ad esse appoggiate in punti distinti. 

Ci6 posto, rappresenteri con (F^F') la superficie d'ordjne ni 
che i completa intersezione delie varieti r* e f™ degli onUni 



f^ I! numero b t legno i 



s FH ed ai gcnere p della curva iiKdiiiill 



-(-->)(•-")-?■ 
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cd n; con (J^VV^) la curva d'ordine mnp completa intcrsezionc 
delle varieti T"*, T", Vp \ e con (p (w, n, p) il numero delle trise- 
canti di una tale curva. Per determinare questo numero, cominciamo 
a trovare respressione di ?(m, n, 2), cioi il numero delle trise- 
canti di una (V* V* F^). £ chiaro che tali rette giacciono sopra F*, 
oode la questioae si riduce a cercare quante fira le rette di f^ $e- 
cano in tre punti la superficie (V'^V). Per questo basta ricorrere 
alia projezione stereogrnfica di F', cio6 basta projettare V* da un 
suo punto sopra un iperpiano S : otteniamo in questo (^) Una conica 
fondamentale C, e Timagine della curva (F^F'F*) h una curva 
C*"" di ordine imn appoggiata a C* in 2 wn punti, mcntre le rette 
di F^ non passanti per il centro di projezione hanno per imagini le 
rette di S appoggiate a C in un solo, punto. II numero cercato h 
quindi quello delle rette di S che tagliano in tre punti la C^ ti 
in ;^n punto (diverso dai precedenti) la C^ doi, pel teorema a) 
del § II, 

4 (w « — i)\h ^^ ^ — 2fnn(h — 2 mn + 2), 

avendo indicato con h il nufhero dei punti doppi apparenti di C^^. 
Ora A noto (**) che 

(4) h =:z mn(2mn — m — n), 

dunque risulta : 

2 
Y') 9 (m, w, 2) = • — mn [2m*»* — 3 w«(m + n) + 6 (m + n) — 8]. 

Siamo ormai in grado di trovare I'espressione di 9 (m, n, 2 a), 
poichi basta porre V^ ^ F\Vl ... V^. AUora le trisecanti di 
(J^VV^'') si scindono in vari gruppi come segue: i) a gruppi, di 



^'^^^^^^•^f^^^^'^rm^^-^^^m^^rn'm^ 



(•) Veronese, Behandlung der projectivischen Verhdltnisseny etc. (Math. 
Annalen, Bd. XIX, i88a), Abschnitt III, § 4; Segre, Studio sulle. quadricbe in 
una spaiio lineare ad un numero qualunque di dimensioni (Mem. della R. Acca- 
demia delle Scienze di Torino, serie II, t. XXXVI, 1884), § 4. 

(••) Veronese, 1. c, pag. 204. 

Rend. Qirc, Matem.y %. IX, parte i',— Stampato 1*8 raaggio 1895. 25 
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cui ciascuno h formato dalle trtsecanti At una delle (^^^, t 

possiede un nutnero di rctte die ft dale dalla Y)'> 2) 2. '"^*~ . 'l 

gruppi, di cui ciascuno t costiiuito dalle corde di una delle {F' F^F;) 
che St appo^iano ad una dcHe rimanead : in virt^ di a'), in cui 
si ponga per k il valore 4»i»i, c per A il valore dato dalla (4), 
ogauno dei gruppi considcratj conltene 



■ 2 w « [2 m' n' — m « (m + m) - 



« « + 4] 



retie; j) 



g(a— i)(a — 2) 



gruppi, di cui ciascuno h formaio diUc 



rette che secano trc delle (f^ y f'} in ua punto ciascuna ; per &'), 
ognuno di lali gruppi conticne 8m'fi'(fMfi — j) rcttc, 
Sommando le espressioni prcccdenii, si ottxenc : 



f(m, tt, 2 a) := - ~mna[2m' 



^ mna{m 4- ") — fi"" 
+ 6mfifl + 6(m-}-n)+ 12a — 20]. 



Se inftne osserviamo die I'espressioae generale cercau & 
f(m, n, p) dev'esserc simcnetrica e di 3' grado in m, tt, p, e che 
inottre essa deve annuUarsi p^r m := o, per n = 0, c per ^ = 0, 
attribuendo ad a nelt'uhima relatione tre valori different!, peres. 1| 
2 e J, si irova facilmente : 

CS) ?(m. n./')^-g mnp(mnp-4)imnp-'i(m + n+p) + 10]. 

Chiamando h il numero delle corde di {Vf^Ff) appoggiiK 
ad una retta arbitraria, la fonnola gi^ sopra appHcata del sig. Ve- 
ronese (1, c, pag. 204) da: 

i= — mnp{tnnp — m — n — p + 2), 

onde, posto mnp ^ r il sccondo mt-nibro della (j) si pu6 ancbc 
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scrivere come segue : 



yy. 



(r-A)[f>'-j-r(r-2)Y 



Dunque nillo spaiio a qmttro dimensioni ana curva di ordint r, 
che sia interse^ione compleia di Ire varieth (a tre dimensioni), e tale 
che h dfUt sue corde siano appoggiaU ad una relta data arbitrana- 
mtnte, possiede un nutnero di Iristcanti data daU'espressione (6). 

Supponendo poi che la curva si spezzi in due parti, cod metodo 
analogo a quello del Suo § IV si troverebbc che il multato prece- 
dente & vero per qualunijuc curva algcbrica deilo spazio a quattro 
dimensioni. Faro invoce vedere come si possa pervcnire alia stessa 
conclusiooe aache estendendo il metodo, col quale il sig. Picquet 
nel lavoro ^i ricordato (*) ha stabilito il numero delle quadrise- 
canti di una curva algebrica dello spazio ordiuano. 

Data una curva deU'ordiae m, la quale abbia h^ delle sue corde 
appoggiate ad una retta arbitraria, sia f(m) il numero delle sue tri- 
secanti. 

Per detenninare questo numero, supponiamo che la curva si 
decomponga in altre due degli ordini rn, ed n/,, di modo che sar^ 
m, + m, =: m; Inolire indichiamo per queste due curve con bm, ed 
hm, i numeri analoghi al ptecedcote numero h^. Le due curve avranno 
in comune un certo numero k di punti, die si esprime facilmente 
per mezzo dei numeri gii introdolri; invcro , per ^'), esistono 
ra,»i, — k rette che lagHano in puiili dJstinii le due curve ed una 
retta arbitraria, onde : 



hm = A-, + *-> + (»', ' 



-k). 



4 = A„, + i&„j — hm -\- m, m,. 



^^ (•) V. inchc la Nota ios 
dei Comptu Rtndiu (1S7)). 



1 dal iTiedesimo Autorc nel t, 77 (pp. 474-47!!} 



'it L. . ...OL.lt. 

Alkn, ptr .% a Ju : 

fC") = t("0 + f ("0 + ", i^ + ". »., 
- (■ — 4)(»S + ^ — ». + «,i»J. 

■Kr il .k« s>l •(■.) = o, ».,=o. ilalTuldiiu rcUaooe » nan 
li fcHMoli noarrcste : 

(7)»(")=f(«-0 + ("-4)>.-("-6>^-2(>«-jX"-. 

Per dcdivre di <}Data U rslore di e(m) occoire dtsdngucR 
cjjo in csi ■■ i piri di ^oello hi cat csso k dispari. 

Sc « ^ a B, tOTveodo la (7) per i vatori 2 », 2 « — 2, ... , 
£ ifi ■ ■ TPTnmamlrrj si ottiae : 



= (3" — 4)*-— -j-«("- OC^-a). 

• ruUno nevibfD^ aostttaeDdo m a 3 a, si odnce all'aprenioiie (I 

Sc « = a»+ I, scriTeodo la (7) per i Tilori an + i, an — i,., 

7, 5 di M e soouiuado, si tu : 

f(ai«+l)=:(aB-3)*«». -1 Z (4«'— + I 



■3)[*. 



-(4«'-0 



']• 



ed anche quesu espressiooe, sosdtucDdo m a za + i, $i ndi 

Snr. 

Come complemento deile indicuioni storiche date da Lei 
I'ultlma pane del Suo lavoro, si pu^ osservare che i due probji 
dello spaaio onJinario traitad sopra (iiei primi due paragrad) er 
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stati gi4 risolti anche dal sig. Picquet (1873) nei due lavori ci- 
tati, e dal sig. Schubert nel § 43 del Kalkul der ab:(dhlenden Geo- 
metric (1879). Posteriormente (1881) il sig. Rupp ha pubblicato nel 
Bd. XVIII del Math. Annalen un lavoro che si connette col mede- 
simo argomento. 

Infine Tespressione (6), che d4 il numero delle trisecanti di 
una curva algebrica dello spazio a quattro dimensioni, h compresa 
in una formola pifi generale dovuta al sig. Cast el n novo (l/na 
applicant oue della geometria tnunurativa alle curve algebricbe, n. i; 
quest! Rendicontiy t. Ill, 1889), il quale I'ha dedotta da considera- 
zioni difFerenti, pure invocando in ajuto il principio della conserva- 
zione del numero. 

Torino, 20 gennajo 1895. 

L. Berzolari. 
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UN PICCOLO CONTRIBUTO ALLA TEORIA 



DEGLI AGGREGATI. 



Nota del Dr. C. Garibaldi, in Genova. 



Adunanza del lo marzo 1^9$. 



Nella parte VI del Formulario di Matematica (*) h riportato 
(§ I P9) il teorema di Cantor (**): 

Nc*Nalgz=Nc'N, 
essendo per deHnizione 

Nalg = q'^:ve(/>eN. flfo, ^, , ... , a^en.flf^,-z=zo. fl^,x^ + ajX'*' + 

... -|- tf^ =zz O. ■■ =^,Jo»4„...,<i^ A). 



£ o^etto di questa nota la generalizzazione del teorema di 
Cantor. 

Per facilitare la dimostrazione, premetter6 due principi gene- 



(•) G. V i V a n t i. Sulla parte VI del Formulario, Ri vista di Matematica. 
Anno 1894. 

(••) G. Cantor. Ueher eine Eigenschaft des Inbegrijfs aller reel I en alge- 
braischen Zahlen. Crelle 77, trad. fr. in Acta Math. IL 
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rail sulla teoria delle pot.^nze degli aggregati; principi che parmi 
pos wino cssere utili in molti casi : sia per facilitare ulteriori ricerche 
in questo ramo imporcante e difficile della teoria, come per coordi- 
nare fra loro teoremi gii dimostrati laboriosaraeaie con altri metodi. 

I. 
w, « s N. tt, , ttj , . . . , tt^ e K q,. num a^ = oo . o : 

Teorema I. — Se y aggregate A I formato coi punti degli aggregati 
u^y u^y ...ti^y (H eguuh poUn:(a, A ha la stessa poten^^a di u^y u^^ ... u^. 

Consideriamo in primo luogo il caso in cui a^ , ^^ ,..•«*«, , non 
hanno punti comuni; e fissiarao la nostra attenzione sopra uno qua- 
l;;nque degli aggregati dati, ad esempio u^. 

Pensiamo una funzione /j delle coordinate del punti di u^ uni- 
valentc nei punti di a^. e zero nei punti die non appartcngono ad u^. 

Consideriamo la funzione f zzz^f^y che risulta cosi definita in 
tutti i punti di A. 

£ facile vedere che u^ ed A hanno la stessa potenza. 

Infatti ad ogni punto di u^ corrisponde un valore di /^ , un va- 
lorc di 2/j c pertanto un determinato punto di A. 

Reciproc.imente ad un punto di A corrisponde un valore di 2/^ , 
e pero un certo valore f^ , e quindi un punto di a^. Ma u^ ha la 
stessa potenza di u^ , onde ad ogni punto di A corrisponde un punto 
di u^. 

Supponiamo ora che tf, , ^2> • • • ^m> ^bbiano del punti comuni. 

Sia u. It Taggregato dei punti comuni a due qualunque degli ag- 
gregati dati Hi ed u^. L'aggregato u^^j, avri o la potenza di u^ o po- 
tenza inferiore. 

Possiamo ora pensare un'altro aggregato B^^ composto di punti 
che non appartengono ad u^, u^, . . . u^, il quale abbia la stessa 
potenza dcll'aggregato ^^^4. 

£ chiaro che A avri !a stessa potenza dell'aggregato risultante 
dai punti non comuni di w, , tt, , ... u^ contati tali punti ciascuno 
una sola volta, e dai punti degli aggregati come B^j,, 

Se gli aggregati B.j^ hanno la stessa potenza di n, , la questione 
i rijotta al caso precedente, ed A avri la stessa potenza di «,. 
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Se gli aggregati B,, hanno potcnza infcriore ad ii, allora si vcic 
chc la potcnza di A non poiriV csscrc per quesio fatto nuggioR dj 
quella dt H,. Ma non potrii manifcstamentc essere infcriore a que!U 
di K, , onJc si conclude che sari egualc. 

II leorema rcsia cosi dimoslraio. 

Esso risuha come caso particolare del segucme : 

Teorema II. — Sc I'aggregato A i eosliluito dai punlt digU aj- 
gTfgali II, , «, , ... ii_ di potrn^a difcrtnic, A ha polenta tgua!t a 
qMtlla di Uf cbe ha pottn^a pm eltvata fra », , u, , ... ii,. 

Infjtti la potenza dt A non sari infcriore a qaella di ii,; 
sark superiore, perchi sarebbe appeaa eguale se ad ti, , u, , ... 
unissera aliri aggregati B, , B, , ..., in mode che «,•+-£,, n.+Bp. 
avcssero ta stessa potenza di u^. 

Si conclude penanto che la potenza di A t eguale a quclla di 
II teorema I si esprime in simboli come segue : 

m, KiN. M, , w, , . . . , ii_ < K q,. num II, =z co Nc'n, = Nc*ii,= 
. . . :=Nc'i(.,3.Nc'(ii, w «,w ... _«_)=: N c' »,. 

In particolare : 

a, » E K q. num u i N. nuin w = oo. a. N C* (« ^ v) ^ N c' v. 
«, vcKq. nuiiiH = oc . NCm = Nc'p. D. Nc'(«i -^w) = Nc'n., 

Nc'N +Nc*N = Nc'N. 
Nc'N +Nc'e = Nc'8. 



teorcnii dimosirati alia genenlil 
, al quale abbiamo accennato i 



11. 

Possiamo ora appUcare i di 
zazione del teorcu].i di Cane 
principio. 

Si ha io proposito il segueate teorema : 

Se i eoefficicnii di un'equa^ione algebrica di graJo n assumoni ' 
valofi di un'aggregalo numtrabilt ciascuno, I'aggregal^ di tutli i n»- 
mcri che passono tssere radici dt una tale cqua;{ione i pure nunuraiHi 
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Sia : 

I'equazione che si considera. 

Diamo ad a^ tutti i valori di cui 6 suscettibile, i quali per ipo- 
tesi costituiscono un'aggregato numerabile , e manteniamo costanti 
gli altri coefficiemi. L' aggregate di equazioni che cosi otteniamo fc 
numerable perchfe ad ogni valore di a^ corrisponde un*equazione 
determinata. 

Ogni equazione ci di un gruppo di n radici; prendendo ordina- 
tamente da ogni gruppo di n radici la prima, la seconda, . . . , ot- 
teniamo n aggregati numerabili costituiti da tutti i numeri che sono 
fadici deirequazionc data corrispondentemente ai valori conside- 
rati di a^. 

Ragionando analogamente cogli altri coefEcienti si conclude che 
Taggregato dei numeri che possono essere radici deU'equazione pro- 
posta , si coropone di (w + i)fi aggregati nomerabili. In forza del 
primo teorema possiamo dunque concludere che tale aggregate i pure 
numerabile. 

Questo teorema si pu6 esprimere in simboli come segue. Sia u 
Taggregato dei valori che pu6 ass'jmere uno qualunquc dei coefScienti. 

Si puo supporre che esso sia lo stesso per tutti i coefEcienti. 
Pertanto si ha : 

«eN. tts^L J. ttc/^N. D. q'/-sA:e(flQ, a,, ... a,8«. a^ - = o. fl^^ + 
+ fl,x*"' + . . . + fl, = o. - =iH).«i...^ A)« «^ N. 



Seguendo lo stesso processo di dimostrazione e facendo uso del 
teorema II, il risultato precedente si generalizza come segue : 

L'aggregato dei numeri che sono radici di un*equa:(ione di grado 

fi, e delta stessa poten^a di quello degli aggregati percorsi dai coeffi- 

cienti che ha potenT^a piu elevata. 
Genova, 22 febbrajo 1895. 

C. Garibaldi. 
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SULLA IRRAZIONAUTA ICOSAEDRICA. 
Nota i\ Q. Vivanti, in Pavia. 



M il ipriti itn- 



1. Klein, nelle sue t^orlaUHgen fiber das Ikosatdtf (•), scrlte: 

• Wir werden jetM ols weitore, JurchmhrWre Operation die Auf- 

• lOsiing dcr IkosaeJcrgleichung ajjungiren und fragcn, ob unttt 

• den Aufgaben, die sich diirch Wuraclziehen allein niclit efleJigfn 

• lasscn, nicht solche sein mOgen, bci dencn dies rait HQlfe detUu- 
< s<iederirrationalit9t gelingt •. 

II prime di tali problem! i la risoluzione deU'equsEione gW(- 
rale del 5° grado. Pu6 chiedeni ora, se col solo aiuto delt'irtuio- 
naliti icosaedrica possano risolvcrsi equazioni general] di grado so- 
periore al 5°, Noi Vogllamo dimostrlre che a tale domanda deve 
rtspoodersi oegattvamente. 

3. Ponidmo anzitutto in cliiaro tn che consinta il pMttletii* cbe 
v6glian» traitare, 

Consideriamo come nota una quantitk, qilaado Msa sia raditt 
d'un'equazione appartenentc ad una cert.i class* C d'equaziooi arbi- 
trariainente assuota e i cui coetHcienti appartcngano ad un campo 
di razionalit^ dato; e come tttgitibile I'operaztone consistente nelli 

(•) I 4 S <6- 
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i^i 



iJetefininawoM di tttle quantUk. Daw un'aqqtriene E, I cm i0g(\i- 
cienti tppartcngano 3<1 un certo campo di razlonaliii M, riialvert 
quest' tqua^ione mtdtanlt optraiioni tttguibili signlfica cosiruire una 
seric fioiu di eqyaziom (risohtnii) S, , B^, . . . , E„ apparteaanii 
aUa cUsse C, e uli ehe i coeiHcieiUi di R, sitso quaniiti del £ampo 
M, die quelli di ciascufla deU« aicre skno funzJoai razlonaU d'uti* 
raUice d«lla {trcccdeotc e delle quantity del campo M, e cbt le ra>- 
dici della £ sicno funzionl nzionali d'una radice dell'ultima risalt 
venle R^ e delie quantiti di M. Se p, es. si riguarda come iinica 
operazionc cscgaibile !'«strazione di radice e quindi la classe C 
coroptende le sole equarioni binomie, !a costruzlona dclte rlsolr 
venti R, , . , . , R^ cosliluisce la risolu^ioru algebriea della E. £ 
nolo chc, se questa equaziooe i: generate e di grudo superlore pi 
quarto, il pre^lema t insolubile; cd i alucsi nolo cKjc, se si riguardc 
come operazione eseguibjLe ajicbe la risoliizione dell'equaziooe ddr 
I'icofiaedro : 



U) 


F(<) = Z, 




dove: 






fc-«=fi=^ 


-l»+228<«.^4,4<»-"8<'- 


■f 


U"+..,'_0> 





fob riigirtfa Vetfuzwm* geocrale dd 5" grade. Noi d pcoponianio 
ora di vedere se, data un'eqiiazioiiie ge<ieral« di grado n^ 5> ^' 
p06sibil« f ostruire la serie delle riiolveori S <)uando ia classe C consti 
delle equazioai binomie e deU'c^uozioac icosaedrio. 



J. Si sa (*) che 1« sole fuoziom moo $immcto<he di -:i« una 
paWsza sia una funaoae sinnnetrica sodo Ic fimeioni «!i«fnfttKi; e 
cbe, M il oumei-o ^lle yariabili indipcodeiwi t rna)4«tor< di 4, ium 
T*li« aLoma funzione a ^iu di 1 valori di c*ji una puteaza «ift 4109 
fimziaoe a 2 valori. 

e. sc U dftMc C connnside soluoco k < 




G. VIVANTI. 

Innomie e I'equazione icosaedrica, o la J?, sari un'equazione binot 
di grado 2 ed S, un'cquazione icos.icdrica, oppure R^ saii u 
zione icosaedrica. La risoluzione del problenia propostoci dipeade'* 
adunque anzilulto da tiiiella del seguenle : Supposia Z una fuouone 
ad uno o a due valori di « variabili », , Xj. . . . . x^ (" !> S)i 
vedere se sia possibile tmvare una funzione ; razionale, 
due vaiori, dellc stesse variabili, che sia Icgau alia Z dalla 
zione (1). 



4. Sia H il gruppo (simnietrico od aUemantt;) della funzii 
Z, G quelle dcUa funzione ?, , ?, essendo una delle radici delU (l). 
Tuttc le allre radici di quest'equazione, essendo funzioni Hneari & 
^, , sono funzioni razionali deSle x il cui gruppo i ancora G. Le 
sostituzioni di H non 3ppartenenti a G, dovendo iasciare invarii 
Z, muteranno ^1 in altre radici ^, , ;(, , ... , i, della (i); ej 
il gruppo H sari (mtrieJricamente) isomorfo al sottogruppo K 
dine r del gruppo / dell'icosaedro formato dalle sostituzioni che Ira- 
sformano ^, in ^^ , ^^ , . , , , ^, e G sari il sottogruppo di H cor- 
rispondcnte alia soscituzione identica di K. Eventualmente potri 
sere r ^ 60, ossia K = I. 

11 gruppo / si compone (•) ; 

Delia sostituzionc identica; 

Di 15 sostituzioni d'ordJne 3; 

Di 20 sostituzioni d'ordine j, che a due a due formano (colli 
sostituzionc identica) un gruppo ciclico; 

Di 24 sostituzioni d'ordine j, che a 4 a 4 formano (colla so- 
stituzione identica) un gruppo ciclico. J 

Esso contiene sottogruppi dci soli ordini 2, 3, 4, 5, 6, 10, lli 

Se due gruppi P, Q sono mericdricamente isoraorfi, essendtr' 
I'ordine di P niaggiore di quello di Q, c se A, B sono due sosti- 
tuzioni corrispondenti dci due gruppi, I'ordine di A i muUiplo di 
quello di B. Ora, per m > 6, il gruppo //. sia esso simmetrtco od 
alteroante, contiene tutte le sostituzioni cicliche di 7 element! S ; 
e poichi in / non v'ha alcuoa sostituzionc d'ordiae 7 



'^1 

nziooH 
U(i): 
;ari di 
;. Le 
ivaraiifl 

fCd'o^ 
tra- 

1 



(•) KU 



, yorlesungtn ibtr das Ihosatdtr, Leipiig 1884, I I J 8. 
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le S^ corrispondere in K la sostiiuzione identical e per conseguenza 
tutte le S^ saranno contcnute in G. Ma ci6 h impossibile, perchfe (*) 
G non i nh simmetrico nh alternante; quindi non pu6 sussistere 
risomorfismo tra H e /iflP 

5. La dimostrazione h meno semplice per if = 6. 

Sia dapprima H il gruppo simmetrico delle sostituzioni di 6 ele- 
menti; esso contiene 720 sostituzioni, e cioi: una di 1° ordine, 75 
di 2% 80 di 3°, 180 di 4**, 144 di 5°, 240 di 6**. Sia m Tordine 
del gruppo G, ossia il rapporto di meriedria, a, ^, y il numero delle 
sostituzioni degli ordini 2, 3, 5 contcnute in K; ^ sar^ divisibile 
per 2, Y per 4. Alle a sostituzioni d'ordine 2 di X corrisponderanno 
in H oL^y a^, a^ sostituzioni degli ordini 2, 4, 6; alle P d*ordine 3 
Pj, ^6 degli ordini 3, 6; alle y d'ordine 5 y^ d'ordine 5. Infine de- 
noteremo con w, (1 = 2, 3, 4, S> 6) il numero delle sostituzioni 
d'ordine i contenute in G. Avranno luogo le seguenti relazioni : 

(2) mr = 720, (8) a, + ft), = 75 , 

(3) I + a + P + r = ^ (9) P, + «j = 80, 



(4) i+ft>,+c«>,+ft>^+ft)j+c«>^=:m, (10) a^ + ft>^ = 180, 

(5) a, + a^ + a^ = wa, (11) y^ + ft)^ = 144, 

(6) p, + p6 = »^P> (12) a^ + P^ + ft>4 = 240, 

(7) Ys = »»Y> (13) r^6o. 

Dalle (2), (13), e dal fatto che G non 6 simmetrico n& alter- 
nante, segue : 

(14) 12 ^w ^240, 

quindi per le (7), (11): 

i2Y^Y5^ 144, 

(•) Net to, op. cit., S 35- 



M6 C. VfVAMTI. 

OKia Y ^ ^^' ^^ dimoitra che K aofi pu6 coisekkfit eon Ip mi 
deve esscre on suo sottogruppo proprio; ne segue : 



r ^ 12, m ^ 60, Y ^-^ < 3* 



Quindiy doTendo y essene muldpio di 4, stft y ss o, e per le 
(7), (ii) Y5 = o, «j = 144. Dopo ci6 rfsolta dalta (4) m ^ 145, 
qtiindi per Ic (2), (14) fpi = 240 o #1 = 180. 

Per ffi = 240 si ha r =: 3; /T oon pu6 coBtenere soatitn^rikHii 
di 2* ordine, cio4 at=o, c per le (j), (10) «,= «^ =5*^^=0, 
»^ = iSo, qtiindl per la (4)'. 

•1^1 + <o^ + 4*j = 325, 

rHaiarwir assurda. — Per m = iSo f i ha r ;^ 4; i? AOft piib eoMt- 
nere AosdtnzUnu di 3*" ordine, oak P^=o» e per le (4), (9) 
Pj z= Pg = o, 0), = 80, quindi per la (4) m ^ 225, relazione as- 
surda. 

Sia ora H il gruppo altemante; esso contieQe 360 sostituzioni^ 
ciofc : una di i* ordine, 45 di 2°, 80 di 3*, 90 di 4**, 144 di 5^. 
Le relaziodi (3}, (^7), (9)9 (11)^ (13) ^iissi^ono aacpra; ioveic^4cUc 
(2)> (4)> (5)> (6), (8), (10), (12), (14) si hanno le seguenti : 

(15) mr 1=360, (19) fl^ + a>,;=4j, 

(16) I+a),+«^4-^^+W5=m, <2o) a^ + <p^=z:90, 

(17) a, + a^z=wa, (21) 6^w^i8o. 

(18) P, = m^ 

Dalle (21), (18), (9) segue 6p ^ P, ^ 80, ossia p < 14. 
Adunque K non pu6 coincidere con /; quindi si bta : ' 

m 

r ^ £2, m ^ 30, ^ ^ — < >. 
Dovendo p essere pari, sar^ p = 2 P = o^ 



?=JW* 



tf»> -Cr* > *. 




>» 




■*"*»'^ ■"-»■ ■»" 



ST S^f £ 



e per la (z£) »^ i 

(18). (J) *.=i% ffliutt per k (lO-Oi) «^fe, r^^<5i. 



fc 



^ = ^ yy A' ' 
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vmtfAia, ae dbe li J^ sss 3a' 



mj 
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SU Dl m TEOREMA DI GEO.METRIA PROIETTIVA. 

OSSERVAEIOKI 

del Dr. Err i 00 A sot one. 



lunH M 14 •prilt ISJS-- 



I! Tmito IX in corso dei Rendiconti del Circolo Matemwco it FalemocM- 
tiene una NoU d^l sig. E. Maccaferri inlitoliu: <• Su di un ttortmt JMdi- 
m/nlati rtlativo agli ehmenli comuni Ji iut canleht in un piano «. 

A px$. 98 t triEUti una proposUione (in«iemc alia duale ntl pitno) tcli- 
tiva ille coniche, detli quale, come ivi i detto, li tuol dare una diinmiruloiie 
baMia sul concetto intuitivo dc! movimento coiiiinao di un puoto (o di um u.i- 
grate per la proposuIone duale) lu di una conica; ed a pie' di pagini i p<Kli I) 
seguente annoiaxione ; ■ Fedi ad tt. S a n n ' 1, Giom. proitlliva, 1 * 4di^„ pag. tot. 
La diniotlrazione che i neUa 1* tdiiiom Jilla Gtom. proieti'va del S a n n i a i 
pag. 171-J (n° 86, f) nan h<i srnso, non so st pir error! di slampa ptr allra 

Mi si concedauo brcvi parole tu questo argomento. 6 fuori di dubbio ctis 
la dimostTMione data nella 1' edit a pag. 403 »i fondiva prrciiamente sul ton- 
cetto iniuirivo del movimento coniinuo di un punto (o di una tang;ste) saHi 
conica. Ed ( appunto ciA che il mlo conipianio Maestro con ^uel rigorc che u- 
raiieriuava il suo metodo d'iniegnaincnio di GL-otneliii proi^'ttiva. Ciirco di etl- 
tare, sostitueodo un'altr.i dimoitrwioue the iquclladel n" 8ii, f de'la i' olitionc. 

Ora in vki t iicorta effctiivamente >jualcht: inesattotia di stampa. I tre ut- 
timi cighi della pag. 171 debbono leggerii cosi; or E poieht k ad u. it />»■(* A 
Irouasi nell'f\ eompltio SnS,, U rttn AS, AS, ptnttrano aminjai ndl ^SUS, 
Htuna di ttse vi ptnttra, . .. ». .\nalogamente netla noia a pag. 171 iHa ^deie 
sostituirsi la V. 

Faiia qucMi modificazione, dit poMulatl owii sul segmcnti segue che i punti 
AfJU", non jeparino UR se la r t neir/\ complete SUS, che compr.-nde AtW 
Sipanno s; r giice neU'altro angolo complcto. Che ic il punlo A non si !tO- 
vasse nelt'^ completo SUS, li farebbe un ragionamento analogo. |H 

Q.ue«ta corriiione, che fu indicau dal prof. S a n n i a steiao li suoi alijlH 
era deitinata a comparire nell'Errati-corrige alia Tine del llbto. ^H 

Del resio anche lenM di e»M, la dimostraiione di cui ii ttatta basut^^ 
suggerire al sig. Maccaferri uni dimostrajiooe eompleii: poicht sc at due 
righi antipcnuliimo e penultimo della pag. 171 si souicuisce « E poiebi H gnpfi 
URMM, i prosptttivo al gruppo ( Uvi, r, j, i, ) ■ e poi si itwcca 
ttfninU U trt eoppit .... sopprimeado la nnta in pie' di pagina, la dimosin; 
del n" 86, g diveata idmtica a quella che upone il sig. Maccatet 

Casena, 11 raarao 1S9J. 

E. A s c I o N & 
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SULLA CONGRUENZA GENERALE DI 4^ GRADO 



SECONDO UN MODULO PRIMO. 



Nota di Qerolamo Gordone, in Genova. 



Adnoanie del la c a6 aaggio 189$. 



La teoria generale delle congruenze di 2®, 3** e 4° grado sc- 
condo un modulo primo fu iniziata da Cauchy nel vol. IV del suoi 
Exercices de Mathbnatiques, ov'egli si limita per6 al caso in cui le 
congruenze in questione ammettono tante radici razionali, quante 
unit^ sonvi nel loro grado. 

La discussione generale della congruenza di 3° grado fii com- 
piuta da Oltramare (vol. 45 del Journal von Crelle), il quale non 
solo determin6 le condizioni necessarie e sufficienti perch6 la pro- 
posta ammetta una o piu radici razionali, ma diede altresi Tespres* 
sione esplicita delle radici in funzione razionale dei coefficienti della 
congruenza e del suo modulo. 

Per quanto riguarda la congruenza generale del 4® grado second© 
un modulo primo, la questione, a nostra conoscenza, & ancora inso- 
luta. £ dunque di talc discussione che ci occuperemo in questo la- 
voro, dove, pure traendo partito dei risultati dell'Oltramare con- 
cementi la congruenza generale di 3^ grado, mostrererao come si 
possano in piili punti semplificare e completare. 

Rend, Cirp, Mitem.i t. IX, parte i*,— Stampato il 19 giugno 1895. 27 



aiO G. CORDOKE. 

« 

Ci limiter^mo per6 a dare sotto forma razionale soltanto una o 
al pi^ due radici della congruenza proposta, quand'anche essa ne 
ammetta un numero maggiore; e riguarderemo le espressioni dclla 
forma 

(a razionale), come razionalmente note, semprech^ la congruenza 

X* — fl ^ (mod. (i) 
sia risolubile. 

1. Nella teoria delle congruence irriducibili secondo un modulo 
primOy si dimostra che una congruenza qualunque di grado v, am- 
mctte^v radici. Quindi la congruenza generale di 4® grado con mo- 
dulo primo, ammetter^ sempre quattro radici, razionali o no; e si 
potr^ avere un'cspressione analitica delle radici, ricorrendo agli stessi 
metodi coi quali si ottengono per radicali le radici della equazione 
di 4^ grado. 

Si tratter^ poi di ricercare in quali casi le espressioni ottenute 
si riducono a numeri razionali. 

Noi adotteremo il metodo dal prof« G i u d i c e espostx) nel vol. 11 
della Rivista di Matematica (Peano). 

2. Consideriamo la congruenza 

\f. essendo un numero primo diverso da a e 3, e (» c, ^, « numeri 
raeionali qunlunque. 

Poniamo per brevitJi : 

a) Hssc—y 

b) I^e— j{bd + $^ 

c) G 53 d — 3 it:* + 2 i' (mod (X.) 
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1 h C 

d) J= b c d ^HI^G^ — j^W 

c d t 

e) A SB P — 27 ;*. 
Se si pone : 

(2) x=y + b (mod. (i), 

la congruenza (i) si trasforma nella segueate: 

-4) ^ + 6Hx* + 4G* + /=3fPsa (mod. (i) 

ohe si pu6 copsiderare optne la forfQ^ general^ della congruenza d! 
4° grado, H, Gtl— ^H^^K (mod. (jl) essendo numeri aflfatto 
arbitrarii. 

Supponiamo che x sia della forma : 

(3) X = # |/^+ J/? + fi V:^ (mod. pi), 

t, I, u esseodo c^uantit^ indeterminate. Indican^o con «c una radice 
primitiva della congruenza 

a* = X (mod, («») 
si vade cbe il prodotto 

P (x) = n\x — (t'tVi — «'* K? — «'' I/?) (inod- 1^) 



si riduce a una (imzione intera di 4^ grado in Xy i cui coeffideuti 
sono razionali in /, u e :;. 

Confrontando le stesse potenze di x nella funzione P(x) e nel 
i^ membro della proposta (^A)^ si t^pvano tre equazioni di condizione 
nelle ;(, / e u e per eliminazione delle due ultime, si trae 

B) 4^^ + u/i<^ + (12 i?* — /K— G'^q (ohhI. f^) 

che si pu6 chiamare la risotvente di 3° grade della congruenza {A) (*). 

(*) La rbolvente che si otterrebbe col metodo di Ferrari noa differisce 
da quella d«l prof. Giudice che pel fattore 16 che ia quella moltiplica tutte 
el radici. 



ili G. CORDOUE. 

Le radici ^ , <, , ;, della (B) saranno date dalle formole : 



(4) 



^. = -H+4-(/J!, +/-X0 (mod. rt 



dove s'4 posto per breviti: 



(!) 



*,-/-;V^--(t)' «.=i/=7^^i;^7^ 



w 



/- 



/■--^-' 



ladicaodo cod x, , x, , x, , x^ le radici della proposu, u a 
come neirarticolo citato del prof. Giudice: 

(7) ( 

dove i segai dei radical! devoao essere scelti ia modo da verificinl 
la relazione : 

(8) yzvivi^-^. 

Si ricoQOsce facilmenie che se la fuozioDe : 

t coDgrua a zero (mod (i), la coDg. (A) ha delle radici uguiilt, tJ 
inversamente; pcrcid, adottando una denomiiiazioae propria dellij 
Teoria detle Equazioni, S pu6 diTsi il diicriminanU della proposu. T 



3. Prima di studiare la congrueniia {A) in tutta I 



a genera- 1 
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litJi, coQviene considerare il caso particolare in cui si ha 

G ^ o (mod. ft). 

Allora la proposta si risolve come una coogruenza di 2° grado> 
e si conclude facilmente il teorema seguente: 
Teorema I. 
a) Sia K un numero tale cbe sia 



jK • = + I (mod. |a). 
La congruen^a: 

(9) jf^ ^6Hx^ + K = o (mod. ft) 

atnmetttrh quattro radici ras^ionali ntssuna secondochi sia soddisfatta 
no la condis^ione 

(10) (—3 H + Y^H' — K)~ = + I (mod. (i). 



V) Se invece 



X * = — I (mod. (i), 



la congruefK^a precedente amtnetterh due radici ra^^ionali nessuna, se- 
condochi sarh no verificata una delle due condi^ioni 

(II) {-^H+vw^^=+iy (^^^H-y^ip=icy=^i. 

c) Se infine 

K = o (mod. (a) 
la cong. (9), cbe pud scriversi 

x\x' + 6H) = o (mod. (t) 

ammetterb (pltre alle due radici congrue a 2iero) due radici ras^ionali 



t2I4 6. COtBOML 

mstma ttamdtebi mi aorii 




(_ 6 i/) . s + I. oJ>pm-t (— 6 H) ' = 

a) Se la condisiooc (lo) h soddistatca, non solo \/^H'^H ^ 
on numero razionale, ma (— j // -f \/')H* — K) i residue qui- 
dratico secoado il modulo (t. 

D'altronde, osservando che 

e quiadi : 

(- J H + K^H- -«)'?(- 3 H - V^'^^KT^ 



3(-;H-l/^"-K) • 



!+I 



vcde che anche ( — j // — y*} fP — K) i residuo quajratiays 
epper6 la proposta ammettc quattro radici razionali, comprese otll* 
fonDoU 



;l/-jHdbl/?H'-if. 






Invcrsamcnte, se U (lo) non i soddisfatta, |/ — %H+^^, 

e !■ — J ^ ~ r9^ — A ^"o cnlrambe irrazionali; e la propo*** 
non pub ammettere alcuna radicc rationale. 

b) e c) Gjn un ragionamenio aiiaiogo al precedentc si ricooos^"^ 
Tesattezza dclla 2' pane (i) del teorema; la 3' paitq, (<:), ^ c**' 
dente, id tbrza dcUa tcoria dcile congruenze binomir. 

4, Le radici della cong. (9) possonsi esprimere razionalmeate "^ 
fiinzione del modulo [t, del coelHcienti della congruenza e di u*'* 
radice primitiva di [i.. 

£ ci6 che risulta dal leorema seguentc, che i facile verific*r^' 
Teorema. II, — Sia |a^ 2"ii, + t (?*, imfari) nn numero pri* 



brrtM^ 
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a una rmlice primitiva pel numero i>., e N lm nunuro tale cbe sia : 

N*^=(^i (mod. n), 

f essendo un termine determinato iella serie i, 2, ... 2"^^ 
Le radici della congruen:(a: 

-r* ^ tf (mod. (i) 
saranno date dalla formola : 

x^zL N"^ ^*" (mod. (1.) . 



5. Plssando of a alio studio della congruenza: 
(A) x^ ^6Hx^ ^/^Gvc^lC^o (mod. (t) 

considerata in tutta la sua generality, conv^rr^ distinguere tre casi 
principali : 



I. 



^7 



-—y fe+i (mod. |t) 



III. (_AV-fe_,. 



27/ 



I. — A=o. (O 

ay ^ ' 

6. ApplicAbdo alia tMstra congruenza (^ un ragionamento ana- 
logo a quello del Prof. Giudice circa la equazione del 4° grado a 
discriminante nuUo, si conclnde facilmente il seguente : 

Tboreua III. — Se I e J sono nutntri tali cbe 



27 
la congruenza (A) ammetterb : 



=:]'- (-|) = o (mod. ,x) 



2l6 
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a) Per / ^ o, H ^ o (mod. ji) (*) : QtuMro radici riuiii 
di cut tre uguali fra loro, cioi: 

1/ — n 6H* xG 

,y Q. lIP G 

*. = *, = '4 = — K — " = -Q- = — Jfl- 



(- 3 fl) » = + I 



Dm rA/tej doppU ra^ionali: 



|/q 



( — 3 ^ * ^ — I Nessuna radice rtoii 



c) *Jy£o, Jy^SIP: 



---¥,) 



3A^_ 



= + I 



Una radice doppia rai^umaU tt'*'* 
stmplici raiponali : 

i) x^-H-^+2^/-H+^ 



GI 



*)x^ 



3J-iHI 
GI 



Ha/-H+i-{. 



iJ-iHI 



V^^i 






GI 



(■ 



_;/4-lA^ = _ 



H + 



2// 






C7iM fAJice <fe/)^ rasiionale : 









(*) Adoperianio in generate la notaxione a^h (mod. (x) per indicare cbe 
a « b sono incongrui secondo il modulo |x. 
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OssERVAZiONE. — Si potfcbbe credere che, come lo s'6 fatto nel 
caso a) pel radicale |/ — f/, anche nel 3** caso, c), si possa espri- 

mere direttamente 1/ — H -{- ^ , e quindi jc, e x^ in funzione ra- 

zionale d«i coefficienti della proposta. Ma le formole che si otter- 
rebbero in questo caso sono illusorie. Invero, se si pone per breviti : 

X ^^± (/v deve sodilisfare identicamente alia ccmgruenza (if), 
cio& si deve avere : 

(12) (p + K^y -I- 6H(p -I- y^y + 4G(p + K^) + if as o (mod (*). 
Donde segae 

^^^ ^ — 4pv + 4p'+i2Hp + 4G 

Ed osservando che si ha, tenendo conto della (B)'. 
4P< + 12 H^* + (12 fl» — /)p» — G* = o 

4pv -f- 4P' + 12 fl^p + 4 G ^ o 

v»H-v(6p*+6/f)+p*(6/f+p*)+4Gp+Jf 
=T?p"f4P(^P*+^^+'')~^4p'+i2flp+4G)][4pv+4p'+i2flp+4G] 

— V{4P*+i2Hp*+(i2fl'— i)p*— G^o (mod.|t) 

si vede che la frazione (i 3) si presenta sotto la forma indeterminata — . 



"• -(^r =+•• (") 



7. Considereremo separatamente due casi, quello in cui il mo- 
dulo (x i della forma pt = 6n — r, e quello in cui p. = 6« + i. 

A) p. = 6n + I. 

R$nd, Circ, MaUm^ t. IX, parte i'. — Starapato il 22 giugno 1895. a8 
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Data la fonna del numero (i, ed essendo per ipotesi 

siduo quadratico, la risolvente della proposta, cioi : 

B) 4^3 ^ 12 if ^* + (i2 //*—/):(— G» = o (mod.|i) 

ammette, com'i note (^), una radice razionale ;^, , e due irrazionali 
^ t i^ della fonna : 



9 e 4» essendo numeri razionali, e 1/ — 3 ( — — ) ^ |/^ essendo 

irrazionale per la forma del modulo ft, e per la (D). 
G6 posto, indichiamo con 

(is) X = e. J/^, + e. J/^. + «, Vl, (mod. ft) 

[Ef^e:^e;^i (mod. pi)] 

una qualunque delle radici della proposta, e facciaroo successm- 
mente le tre ipotesi seguenti : 

a) ^, = o 

*) ?.•=-! 

C) l^' = + I 

8. a) :(, = o. 

Se una delle radici della risolvente i nulla (mod. ft), si dcvc 
avere : 

G ^ (mod. (a) 



(•) Vcdi Oltramare art. citato, Teor. II. 
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e quindi si ricade nel caso considerato al n^ 3. 
Affinch& X sia razionale, bisogna che sia 

x^^tyi,+tyj,+t,V^>r=tyii,+t,V^-^t,Vi, (mod. (.) 



CAok, osservando che 
(K^J ^-Vl. (Vlr = Vk, , (VK^r ^ VI (mod. IL); 

(16) - 2 c. K^. + (s - OK^ + (^a - s) Ki, = o. 

Se si potesse avere : ' 

si avrebbe altresi : 

^1 = 0, 

ci6 che i contro Tipotesi; dunque le radici x, e x^ delia proposta 
non possono essere razionali. 
Le supposizioni : 

«, = «, = — If «. = i> 
e, =e,= — I, e, = i, 

corrispondenti rispettivamente alia terza e quarta radice delia (A)y 
conducono alle relazioni 

(17) yi ^ yi - yi , yi ^ y^^ - y^ (mod. ,*). 

Dunque in questi due casi una delle radici delia proposta & 
nulla (mod. (x). Si deve dunque avere : 

K = I— iH' = o (mod. (x) 
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e U proposta, soppressi In radice coogrtw • zero, si ridoce ll 
gruenza di 3° g»do : 

(iS) x' +6Hx + 4G=o (mod. ji). 

Ora per ipotesi si lia : 

s essendo una quandti razionale. 
E per ia relazlone ^) n" 2 : 

G- = - ; + /f (/ - 4 //>) = - / - iT 



J+IP = -G', /-i/' = -G*-air. 

G'(G' + 2//0 = A G' + 2H' = (4-Y (mod. 

Sc si confronta la congruenza (18) colU seguente 
(19) X* + jpx + 2q^0 (mod. f<. = 6n- 

di cui net tcorema II dcU'Oltramare, si vede die: 

(q'+p^f^^UG' + iH^)}^^ + I. 

Dunque la (18) anunene una sola radice razionale, appartcO 
alia proposta (A). 

Se si pone per breviti : 

le uniclie radld razionali della proposta saranno 
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venire in modo pifi semplice ai risultati consegnati nel teorema U 
dell'Oltramare, e conceraenti la congruenza (19). 
Posto: 

(2i)5, = i/-j + |/y» + /)', 5,si/-j-K?*+/>' (mod.pL) 

(5,5, = -/,) 

le radia della (19) saranno della forma: 

(22) *=/'5. +/-5. « = o. i.a). 

Ora I'espressione (22) non pu6 essere razionale a meno che sia : 

cio6 (essendo /^ =/" , f* =/', 5'' = 5, , 5^' = 5,) : 

ci6 che esige che sia: 

1 = 0. 

L'unica radice razionale della (19) & dunque : 
D'altronde : 

5fs5:^(-, + l/7T7r (mod. F) 

da cui: 

5| = - J + 1/7+7"= e,(_ y + VTTyy' 
«. = (-? + VTTFy"- 

Dunque : 
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ossia ponendo: 



x^iM' (mod. f*.). 
Se si applicano queste formole alia congruenza (i8) si trova : 

(23) jc=2M'^-2G+l/4G'+8fl']^'+[-2G— l/4G«+8fPJ^'-'. 

10. c) L * ^ + I- 

Se : 

& razionale, dovri aversi : 

cioi : 

(«. — «,) K^ = («. — «,) K^, . 

donde, dovendo essere per ipotesi : 

si ha : 

Sicchiy se la proposta amniette delle radici razionaliy soltanto 
le due prime, x^ ex,, possono ossere tali. 

Ma se X i razionale , lo i pure x — ^^^ , cioi ; 
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Zib richiede che si possa porre : 

4^j iadicando numeri razionali. 

R^eciprocamente, se la condizione (24) & soddisfatta, x, e x^ sono 

Qali, e precisamente : 

In virtii della teoria delle congruenze irriducibili, la condizione 
equivale alia seguente : 

K^ = (<f + ^t)^=i (mod. (x), 

endo una radice della congruenza irriducibile 

/* — 1, ^ o (mod. (x). 

La condizione di possibility (24Q h soddisfatta di per sh. In- 
si ha : 

tf*'=^^, (mod. (a). 
Ed elcvando i due membri alia potenza = 3 ^ — ^ • 









^ + I- C. V. D. 



Per esprimere le radici della proposta in funzione razionale dei 
icienti e del modulo, poniamo : 



f iadicando rispettivamente la parte indipendente da 1/ cil 



1 
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cocfEciente di ■/ nello sviluppo di ( — / + 1/ 1 



secondo la formola del binomio. 
Si avr^ : 



(»5) 






e quindi : 



ly^^^y^WTi 



(26) 






con: 



— -H-— * = — 



Se si pone : 



;cr" = (? + *KA;)'^*sAf+NKA. (mod.rt 



(M e N essendo numeri razkuiftli), si trova : 



(27) 
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da cui: 

U. M + <!», jyr A. sa ?. 

(28) I (mod. (*) 

air una delle quali relaziont si pu6 sostituire la seguente : 

(29) Af* — N»A, =s I (mod. |i). 
Dalle (26) si deduce poi : 

(30) ? = ^J + <!;>. 

(31) <|; = 29,'l',. 
E dtlle (28) e (3 1) : 



+.^±(7- 



N^ 



2(ilf + 0' 



per cui i)*, si pu6 coosiderare come razionalmente noto in funzioae 
dei coefEcienti della proposta e del modulo. 
Se si osserva che : 

si ottiene dalle (28), (29) e (3 1) : 
.y- . G(M+ i) _V ___2^(M+j) 5(Af+ I) 



ossia : 



v^.^'"' 



S • 

Rend. Cire. Malem., t. IX, parte i*. — Sumpato U 2j giugno 1895. ao 



] 



226 



G. CORDOMB. 



Dunqoe : 



(3») 






(mod. |t).C^ _ 



II. I risultati di cui ai numeri 9 c lo si possono riassumc^Ki 
nel seguente teorema : 

Teorema IV. — Siano J e I numeri tali cbe : 



i-^r- 



+ I (mod. |i = 6 II — i) 



e posto : 



*H^v=^(-v-^) =*+y=i 



(mod-ji) 



sta: 



^^-H+R 



Vunica radice nu^ionaU delta cong. (B). Se: 

fl) ;;;, * ^ — ly la congruenT^a (^A) ammettera due radici rc{i(^ 
nali daie dalle farmole : 

4. [_ 2 G — 1/4 G* + 8 if^r"' (mod. (t). 



(*) Se si cercasse di elitninare da queste uldme formole il radiate 
I / — ?SfLjlD ^ espriraen'lo chc x, devc soddisfare identicamente alia propose 

(ji)f si pcrvcrrcbbe, come per le formole 1) e k) (n° 6), a dellc espressiooi in- 
determinate. 
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b)i^ * = + I, posto 

ammetttrh due radici rUT^ionali date da : 

c) :?;, ^ o, la cong. (A) ammettera delle radici ra:(ionali nei cast 
indicati dal Teor. L 

12). B) (i. = 6« + I. 

Anche qui converr4 distioguere tre casi: 



U. ») ii,'7'=(_;+j/_A) s, (mod. (.). 

In quest'ipotesi la risolvente delta congruenza proposta ammette 
tre radici razionali; vediamo quel die accada della proposta. 

Osserviamo anzitutto die, ammetta o no delle radici razionali 
la {A)i due al piu delle radici Ti^^ ;(,> :(, della risolvente possono 
essere non rcsidui quadratici secondo il modulo \l, Invero si ha : 



a COIDOKK. 

Ms i anchc fiicile riconoscere che se la proposia aminette idk 
radici ranonali, luile e tre le ^ sono rcsidui quadratid. Invcro, j 
si potesse avere ad cs.: 

<,•=<,'=— I, ^, • =+ I 

s^oirebbe, supposto x raaooale, 



1 ' ^ + I. 

Dunque, affiachi la congruenza (A) ammetta delle ndici nno- 
nali, bisogoa che siano soddisfane due dellc condizioni: I 



(3?) 



3?. ' 



E 1 (mctd. (*), 



U terza essendo conscguenaa delle altre due. 

Reciprocaniente, se le (53) sono veriiicaie, la propostaanimene 
quattro radtci rajiioDali. 

Poichi si »itno esprimere Ic ^ in funiione nzionale dn dui 
possiamo considerate come raziooalmeote noie k<, , y^, Vit 
e quindi aachc \e radici delU proposta. 

Tenendo como di questi risultati e del teorema LI, si pu6 e 
nunciarc quanlo segue : 

TeoiKMA V. —Sia il numtro (i =: 2" jt, -f- i (ji, impari) idt 
jorma [1^611 + i, e siano J e I numeri tali che: 



{' ' + l^-Tj) "^ ' (""*'• rt- 



Sia inollrt a una radict primiliva ptl numero (*. 

La congrutn^a (A) ammrtttr'a guallro radici ra^ionali nessia 
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suondoche saranno no soddisfatte It due condii^ioni: 



(34) 



C^ = [- H + -i-(*, + Jeoj"^' = + I (mod. If.) 



St, It condi:(ioni (34) tsstndo vtrificatt, si ha : 



iwi 



.i^« 



:(»^« = fl »^' :fS^« = a ^'^^ (mod. (i) 

(1 ^ ft tsstndo due dti numtri i^ a, ... 2*^') una delU radici dtlla 
proposta sat a data dalla formola : 

[I li^fli r I . 1 i*r»' 



.l»^» 



+ 






|V-I 



CoROLLARio. --^ St il numero yLz=z6n + i i pure delta forwea 
4m + ^ t St si pont: 



[-H+f« 



"1«H-I 



■ <-V^) 



rA =M+NR,+PR] (mod.j*) 



(M, N e P tisendo i coefficitnti di /?° , ^j , ^J mllo sviluppo di 



l^-if + ^ie. 



+ 



K-/V-^) 



i?f I stcondo la formola dtl 



trinomio), una dellt radici dtlla proposta sara data dalla formola : 

;c ^ 3 Af (mod. \l). 
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14. *) Rrr = (- / + j/-~) =f (mod. |i). 

La risolvente della proposta non ammeite in questo caso alcinia 
radice razionale, mentre, come vedremo, la proposta (^) ammette 
sempre una radice razionale. 

In virtfi della b) 

da cui : 

(Vir^v^,, (ViY^v^,, (|/f,y=i/E. 

dunque st x k razionale, 

x^ ^ (tyi + ty^, + ty^;r 
=ty^ + £.1/^, + tyi^t, vi + tyi + e,i/?; 

cioi: 

(35) («. - S) VI + (h - ««) VI + (s - O Vk, = 0. 

La (35) prova che essendo per ipotesi tutte distinte le ^, scia 
proposta ammette delle radici razionali, una sola, la x, , pu6 csscrc 

tale. 

D'altra parte, perchi x^ sia razionale, i necessario e suffidcntc 

che si possa porre : 






= M+ NfR, + PrR\ 

(My Ny P essendo numeri razionali), od anche indicando con/ una 
radice della congruenza irriducibile : 



<'s-/ + j/-A (mod. (t) 
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che si abbia : 

Ora la condizione precedente h sempre verificata; infatti si ha 
(1 essendo uno qualunque dei numeri i, 2, 3): 

:^^ . =^,.(^.v<^,+.,^^^,.;^..^J^^j =1 (mod.!*). 

Dunque la proposta ammette effettivamente una radice razionale. 

15. Per ottenere questa radice in funzione razionale dei coeffi- 
cient! e del modulo, osServiamo che dalle congruenze 

si deduce : 
i/^ ^ - ^ ^ - -^ a g'-^' ^ Af + NfR, + PPK 

donde 

X, = 3 Af. 

Possiamo quindi concludere il seguente teorema : 
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Teorema VI. — Se J e I sano numeri tali cbt si Mii^: 

(-/ + j/=^)*"'^/=-^+J^ (mod. fi = 6« + i) 

la cong. (A) ammette una ed una sola radice ra^iiimalt data idk 
formola 

M rappresnUando la parte dtlld sviluppo di ^i^^ secondo le p(h 

$ 

tmxjt di U, ^ 1/ -- / + 1/ — - — » ^** ^wn coniitm U, afattortK 

Con un ragionamento perfettamente analogo, si conclude uo 
teorema che non diflferisce aflfatto dal precedente. 



m. (-^)'?=-'- (£) 



17. Anche qui conviene distinguere due cast princlpali; il caso 
in cui (X = 6 n + I e quello in cui (x = 6 n — i . 

A) iL=z6n + I. 

Prima di affrontare lo studio della congnienza generate di 
4** grado, mosireremo come debbano essere modificati i teorcmi VII 
e VIII ileirOltramare circa la congruenza di 3* grado: 

(37) x^ + ^px + 2q^o (mod. pL = 6fi + 0> 

per la quale si ha 

(?• +/>')• « — I (mod, ii.y 
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Si riconosce dapprima> come aU'art. 7, che posto 

la sola radice 

x = S, + S, 

della (37) pu6 essere razionale. 

Quindi, che se Jc i razionale, 5, dovrii essere dalla forma 

(38) 5, = a + pJ/r+? 

(a e ^ indicando quantity razionali). 
In altri termini si deve avere 

(39) (_ y 4. /) 5 =1 (mod. |x), 
/ essendo una radice della congruenza irriducibile 

t' = (q' + /)') (mod. (^) 
condizidhc che 6 verificata di per si, perchi si ha : 

Dunque la (37) ammette sempre una radice razionale, la quale 
si trova facilmente essere : 



(40) A^_-i-[(_y+|/^+/,'n'+(-y_J/y«+/,')«-] (mod.,.). 

D'altronde con tutta factliti si verifica che questa espressione 
soddisfa eflFettivamente alia (37). 

Secondo Tenunciato invece del teorema VII dell'Oltramare, 
la cong. (37) ammetteri o no una radice razionale, secondochi sarii 
R$Hd^ Circ. MaUm.f t. IX, parte i\ — Stampato il aj ^iugno 189J. ^o 
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o DO soddisfactt It .oDogmenEt : 



(40 



(2M- !)■(«+ 



= -h: 



(mod. fi), 



M indicando la pane razionate Ueirespressioae : 

(- f + VTTJt- 

In base ai nostri risulTad U condizione (41) dev'essere veri^cau 
idcndcamentc; i ab che si nconosce £icilmcnte. 

I teoremi VI[ e VIII ddl'anicolo piii volte citato, la cm dimo- 
strazionc t abbastaaza complicata, Jevono ess&re sostituili dal seguente. 

Tborbma Vn.— 5( [A i iiB nunurit primo della forma [irrfin+i 
t St p t q sono numtri tali che sia : 



(?* + /■') • 



■ 1 (mod, (i), 



la congrurn^a: 



X* + 3 />* + 2 f s o (mod. I*) 
ammetttrh semprt una t4 una sola raikt ra^ionalt, data dalla formtli', 

Af ^ - ^ [(- q + VrT?)'-"' -i-c-q- VrTpT']- 

18. Fassiamo era a considerare la congruenza (A). 

Siccome i ragionamemi a hrsl non ditferiscono sostanzialmeD 
da quclli pi6 volte adoperati, ci contcntercmo d'enunciarc all'ia^ 
i risuluti. 

Tbokbma VIII. — Sime J e I numtri tali che sia: 
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e, posto: 



S»fX 



^R + s/zr 

sia 

yuniof radice rfi^^ionqh delta congruen^a (B). 

a) Se si^ * ^ — I > ^^ congruenid (A) ammetterb due radict ra^^ia- 
nali date dalle formole : 

x,=o, x, = - ^[(- 2.G + 1/4 G» + 8H»)*^" 
+ (— a G — |/4G» + 8fP)-*']. 

^) 5e ;(, * ^ + I, due radict ra:(ionali, date da 

X ^ -^JL- + m/Zs£^W±T 
*'^5f^^r -^ — 7j 

'»-5i7=i r AT 

dove M e N sono rispettivatnente i coefficienti di (1/ J 



o 



(■/ j fifWo sviluppo secondo la formola del bi;\^\p dell'c- 



spressione : 



^) & ;(, ^ 0> i^ c0ngruen:^ {A) ammetterb ielfe radici.raT^ionali 
nei cast indicati dal teorema L 
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19. fl) (t = 6 w — I. 

Svolgereaio anzituno aicuoe brevi consideraziom circa tt con- I 
grueoza: 

(43) x' + 3^« + 2j = o (mod. [t = 6«-i) 

p t ^ essendo uli cbe : 



(44) 



(?* + />') • 



(mod. ^y 



Si riconosce dappriroa, come lo dJmosn-a rOltramare (Tto- 
rema IX), che la (43) ammciic Ire raUici razionali o Dessuoi. Sc 
il primo caso ba luogo, rcspressiooe: 



=y^^7TVF+7+\^ 



/q* + p^=S, + S, (mod.,.) 

deve ridursi a uo Dumcro razionale, e per d6 bisogna c basu cbe 
sia soddisfatu la coogrueoza 



W Us) 




(mod. nX 


J 


esseD<io 1 uiu radicc 


della coagrucQza irriducibUe 1 
!'=}■ +p' Co>od. f). 


i 


Ma si ha : 






1 


(-j + ki'+rt"" 


=(-j + k«'+rt(- 


?-Kj" + rt 


=,] 


donde: 






J 


C46) (- 


■? + 1^ ?• + /■')"= - 


-fP- 
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-f. 



SOLLA CONGRUBNZA GENBRALB DI 4'' GRADO, ETC. 2$J 

perci6 la condizione (45) equivale alia seguente : 

1 = 
anche a : 

Sicchi la congruenza (47) h condizione non solo necessaria, 
cie aveva dimostrato TOltramare, ma anche sufficiente perchi 
congruenza (43) ammetta delle radici razionali. 

20. Da quanto procede, tenuto conto della teoria delle con- 
u^enze irriducibili, si deduce la proposizione seguente : 
Teorema IX. — Sia (jl = 6 n — i = 6. 3"* n, — i (n, primo 

13): sia inoltre A^a + b Y (t '\- p^ {fl t h ra:(ionali) una ra- 
't primitiva della cangrueriT^a : 

xi^^' = I (mod. |x). 

Se la cong. (43) ammette delle radici razionali, si avrh {essfndo 
mo dei numeri i, 2, ... 3""): 

Se, inoltre, si pone : 

(a + bV^TJi^' = p + qv^t? ■ 

I cbe: 
'noltrt : 

Ml— I 




iVfiM,? ~rN, Q) (mod. rf 



tt. Pissiuno on alia coognienza di 4° grado (^); e disf 
gnusio ae casi; seooodochi si ba ; 

22. a). 1q qaesio caso U molveoce della proposta ammette tn 
radici ranooali; e circa la coagrucoza (A) si cooclude il s 
teorema, indenmcntc aoalogo al ccorema V. 

Tbomiu X. — Sia il nmauTO [i ^ 2' u, + i ([*, mpari)iM 
forma fi:=6« + I, « ii»ni> } t i numert tali cht : 



Sia inoitrt a km rmiiu primiiioa pel namtro [t. 
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La congruen^a (A) ammettera quattro radici ras^istuili o misuna 
secondochl saranno o no soddisfatu U due conii:(ioni : 

^,^=^^H + -L(R^+R;)K=+i (mod. I*) 
?,'^=[-H + -|{/'i?.+f]?0j » s+i (mod.4i). 

Se, h condiiioni pfecedenti essendo vtrificate, si ba : 

(1 t k essendo due dei numeri i, 2, ... 2"^*) una delle radici delta 
proposta sara iata ialla fdrmola : 

* ^ ^S^ + ^^^;=r FFT (mod. |^). 



a a- «*!=■ (if, :jj" 



a 



CoROLLARio. — Se il numero [x = 6 n — i i ^i^re df//tf /ormfl 
i2fH + if^ e xe si p&ne: 

= M + N«, + ^*? (mod. (it) 

(M, N, P «J5ffirf(? rispettivamente i coefficienti di Itly R\, J^^ rutto tvi- 
luppo di :(|^"^'^ secondv la formal a del trincmio), uha delle radici della 
proposta sara data dalla formola : 

X ^ 3 M (mod. [x). 

^3. ») , (- / + f/^y =f{ 
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In questo caso si ha: 

{!■) . ?f = i,. tf = i.. Sj = J. (mod-rt 

e quindi si riconosct: subito cbe la sola radice x, della congrueim 

{A) pti6 cssere razionale. 

D'altroodc una <]ua1uDque, ;, , dcUc radici della risolventc, i 
dt questa forma : 



(SZ)' i=-H + -i/-Jf, + 



'(-^-FD 



ft-ifi; 



= ? + 4'*, + T*; (mod. (i), 

f , <}■ e T iDdicando funzioni nnoaali intere, a coefficiend raxioi 

di 1/ -. Inoltre / c / sono lali (cong. b) che oon si posso 

deienninare, come nel caso precedenie (a), due numeii raiiooail 
e ^, sotldisfacenti alia relazioae : 

Perchi duaque la proposia ammena una radice razionale, i 
cessario c sufficieote che si possa poire : 

(n) VZ^ |/?"+P~f"^= M + NfR, + P^'J?: C'n«J- rt 
Af, W^, P cssenjq, come 9, iji e t, fonziotii razionali inicre, a a 
fidenci razionali, di 1/ -. 

V 27 

Nella teoria delle congruenze binomie dclla forma ; 

(54) X- = /((«) [modd. fW, rt 

[F(x) essendo una (unzione intera di grade v, Irriducibile secondo 
modulo priiuo |j:., e m un divisore di ft' — i] si dimostra che 
condizionc iiccessaria e sulficiente per la risolubiliti dclla (54)' 
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espressa dalla congruenza : 



-4 • ^ I [modd. F(jc), |x]. 

Similmcnte, la congruenza a triplice modulo : 

(55) y(;c, Xy^Aix, X) [modd. G(*, X), F(*), (t] 

[F(jc) essendo sempre una funzione di grado v^ irriducibile secondo 
(jl; G(x, X) una funzione intera di grado \ in X, i cui coefEcienti 
sono polinomii in x, di grado inferiore a v^ il primo di essi essendo 
uguale aU'unit^; e tale che non si possa porre : 

G(x,X)=G.(x, X)/(x, X) [modd. F(x), pi] 

il grado di G, (jc, X) in X essendo inferiore a X; e infine m essendo 
un divisore di \>^^ — i], 6 possibile o no secondochi sia o no veri- 
ficata la condizione : 



(56) A{x,X)» =1 [mod. G(x, X), F(x), ft]. 

In particolare, prendendo : 

F{x) = x*+^, G(;c, X) = X'-(-7 + x), 

^(x, X) = T(x)X' + Hx)X + (p(jc) 

|x = 6n — I, 
con che : 

v=2, Xz=3, m = 2, 

si vede che la congruenza : 

P=t(*)X»++(*)X+?(*) [modd. X'-(/+*), x»+A, J 
/{eifi. CsV^. Matem.f t. IX, p^rte i\ — Stampato il 26 ^iugno 1895. ^i 
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tm uon whanio^ die si abbii 



on die b indeienniiiata x sia una radice della 



*• + — so (inod.|i), 
X aia an ndice ddh cMfrwn^* iniimcSMt t doppio 

X'-(-/ + «)^o [«odd. (x* + A),^j. 

AQon si Tele che la (53) saii possibile ed ailora soltanto cbe 
s: ^ica: 



Qoesti rdaaioQc ^ vcrificau idcoticamente in fbrza delle(5i): 
duihpc la p cpo m anmcfte scmpcc una radice raziooale. 
£ tidlc quindi ooododere la segaente proposiziooe : 
TK>uiia XI.— 5< J € I SMO mmmm tmU cbe si 



^ ^ (_ y + ^/IZ) V| . 

la c^ngrmm^a (J) ammittera mma soUt radice ra^imuUe data dalk 



sou. A COMGRUBMZA GEMBRALE DI 4° GRADO, ETC. 34) 

M rappresttttando la parte iello sviluppo di 



X 



[-^'■•■Ts73)"'r 



secando le poten^e di R^ , cht npm cantiene R^ a fattore. 

I ragionamcnti e le conclusioni in questo 3° caso, non differ!- 
scono affatto da quelle del caso precedente. 



Genovay maggio 1895. 



Gbrolamo Cordons. 
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SURLA THfiORIE DES GROUPES 

ET DBS 

SURFACES ALGfiBRIQUES; 
par M. ^nilt Pioard, & Paris. 



M 15 givgBO it^. 



Dans mes recherches sur les fonctions alg^briques de deux va- 
riables indd'pendantes (Journal de Mathematiques, 1889), jemesuis 
occupy des sur&ces adtnettant un groupe fini et continu de transfor- 
mations birationnclles. G^tte question se rattacheiTdtude desgroo- 
pes alg^briques en m£me temps qu'^ la throne des Equations diff^ 
rentielles; c'est ce que j'aimontr^ succinct ement (ComptesRendus, 
28 avril 1890) dans une Note 06 j'ai ^tudi£ certaines Equations dif- 
fiferentielles dont Tint^ale gin^rale est uniforme , et j'ai indiqui 
plus recemment (Comptes Rendus, 25 mars 1895) conunent les con- 
siderations que j' avals pr^c^demment d^velopp^es conduisaient im- 
nicdiatement ^ une proposition g6nerale sur les groupes alg^briques. 
II m'a sembie qu'il y avait quelque int^rfit k rassembler ces r&ultats 
un peu 6pars; c'est que je me propose de faire ici. 

I. 

I. Rappelons d'abord une proposition bienconnue dans la tbtorie 
des groupes continus. ^oit un gronpe relatif i n lettres x, , jc^, ...x. 
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pendant dc r param&tres 

JC| = /i (x, , X, , ... x^ , fl, , fl, , ... a,) (» = I, a, . . . »). 

3n suppose, que toutes les substitutions du groupe sont deux k 
ichangtablts'y dans ces conditions on pent choisir les param&tres 
telle sorte que les Equations donnant les x' en fonctions des 
:nt de la forme 

j^_e;,»t.r., X,, ... xj Vt=,,,,...^;> 

dependant seulement des jc. 

\. Ceci pos^y nous allons itablir un th^or&me g^n^ral sur les 
ions de la forme 

/(^. :y', . . . y'-''^) = o, 

^ignant par y^ y'^ ... j^^*^ une fonction de x et ses diriv^es 
'i Tordre m\ Tiquaiion diflfi&rentielle ne renferme pas explici- 
It la variable at. Consid^rons une int^grale y de cette Equation, 
>it uniforme dans une certaine region du plan R^ et soit R' 
6gion du plan int^rieure \ R. Le point x 6tant dans R\ le point 
b sera dans Ry si la constante h est suffisamment petite; soient 

y, y, ... yw 

ileurs de y, ^', ... ^""^ quand on y remplace x par x -\- b. 
clair que les y sont fonctions des y et de hy sans que .r entre 
itement dans ces expressions. Posons done 

Y =F (h, y, y\ ... /">), 

y = F. (A, :y, /, . . . /->), 



y(-> = F.(i&,:y,/, .../->); 
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ies y soni des fonciions bien d^termiaiode^ct inverseawn. Nw 
aliens 6tudier Ic cas oOi cttte transformation hiuniforme tntrt 

y, y, ... /•' ct Y, T, ... r<-> 

stnit biratiomntlU. 

Dans Ies tractions rationnelles F, menonscomme coeffidenliJi 
y, y', ... /"' des consumes inditenntnies, et icrivons ^oe Foi 
une solution de I'^quation (l). Nous obtiendnuis amsi im cemiii 
nombre de relations alg^hriqucs enire ces constantes; celles-ci s'eipri- 
meront alors rationnellement en fooaion d'un certain nombre tide 
paramitres li6s par une relation algiibrique. D^signons ces parami- 
tres par x,, x,, ... x, « par 

(2) 5(x, , x^, ... Jr0=o 

la relation alg^brique ^ laquclle ils satisfont. Quand dans dim to- 
lution de I'l^quation (1), corresponJanl i des valeurs arbitraires fo 
param^tres x,, jc, , ... x, , on change x en x -f- ^1 Ies paramiirts 
*, 1 X,, ... X, se changem en X,, X,, ... X,, ceux-ci itantdts 
fboaions rtlionnelles de ceux-U. Ceci revieni Adtre quelanu^m tl- 
g^brique S rcprtsenl^c par I'equiiion (3) admet ungroupe de tnm- 
fbrmaiions birationnelles en elie-ni^nie dependant d'ua paramitn 
arbiiniire h, et pour ^^o, cette transformation devient la tnnsfii^ 
malion identique. Ce groupc sera d^termint: par des cquatioDi de U 
forme 

-jf^Ktix,, x„ ... X,), ^^M 

Ies i £tint des fonctions rationnellcs des x. ^^^^^^H 

]. Je repr^enie par ^^^^^^^| 

X,=/,(*. ;t,. A ».), ^H 

X,=f,(.l'. ',."„■■■ '^ ^H 
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(les / tont rationnelles en x, , x, , ... xj la substitution biration- 
ndlc transfbnnant S en elle-m£me. Dans les fractions rationnelles 
f, mettons encore comme plus haut des lettres ind^terminies comme 
coefficients des x. Nous considirons le groupe de transformations 
cootenu dans la substitution pr^cMente, dipendant du plus grand 
nomirt passible di paramUres it ttl que tonus ses transformations sottnt 
iimjc it dmx ichangeables. Ce groupe, que nous d^signons par G, 
depend au moins d'un paramitre, puisqu'il contiendr^ manifestement 
la substitution (3); de plus, si r disigne le nombre des paramfctres, 
les coefficients des x dans la transformation pourront Atre regard^s 
comme des fonctions rationnelles de r + i paramfttres His par une 
relation algibrique. Ceci rfeulte de ce que les relations i 6crii*e entre 
les lettres ind6termin6es, figurant comme coefficients, sont toutes al- 
g&briques , puisque nous envisageons le groupe contenant le plus 
grand nombre possible d'arbitraires. 

On pent d'autre part, d'apris le n° i, choisir les param^res 
que nous ddsignerons par 

hf A, , ... A^^, 
de mani&re que le groupe G soit d^fini par les Equations : 

"V^'^^^crfC-^i* ^29 ••• ^n) 

-3-T^ = ^kiK^l 9 ^2 > • • • ^m) (* = i> ^ • . • '^ — Oi 

le premier de ces paramitres , disign^ par A, ne sera autre que le 
paramitre h qui figurait dans (3), et les ^ sont les fonctions ration- 
nelles icrites i la fin du n° 2; tons les. 5 sont d'ailleurs des fonc- 
tions rationnelles des X, qui, bien entendu, satisfont k la relation 

u \X^ , X^ , • . • Xmj ^^ 0. 

Deux circonstances peuvent se presenter relativement au groupe 
G. II pent 4tre possible de faire corrcspondre au moyen d'unesub- 
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stitution du groupe un point arbitraire de la surface 5 ^ un autre 
point de cette surf;ice , c'est-i-dire que le groupe peut Atre n — i 
fois transitif; ou bien au contraire la transitivity de G serad'ordre 
infirieur in — i. Mais il est ais6 de voir que ce second cas se 
ramine au premier, car on pourra alors detacher dans S une mui- 
tipliciii ahilfrique d'un moindre nombre de dimensions, que laisse- 
ront invariable les substitutions de G, et tel qu'un point quelconque 
de cette multiplicity pourra correspondre k un autre par une substi- 
tution de ce groupe. 

Supposons done G transitif de la mani&re indiquie; le nombre 
r sera alors au moins ^gal k n — i, et si, portant son attention sur 
les variables X, , X, , ... X,^^ (la derniire X, itant fonction des 
autres) on consid^re le tableau rectangulaire 

^i ^o,a • • • ^^o,»-i 

^1,1 ^i,a • • • ^i.«— I 

r-^ n — I 



^r-i,i Sf-i,a • • • vifw 



ii»-i 



tous les determinants formes avec les n — i colonnes verticales et 
n — I des lignes horizontales ne seront pas identiquement nuls> et 
il y aura alors nicessairement au moins un de ces determinants, oil 
figure la premiere ligne, qui ne sera pas identiquement nul. Nous 
pouvons done supposer que le determinant formi par les fi — i co- 
lonnes et les n — i premieres lignes n'est pas identiquement nul. 
On a ainsi les equations aux differentielles totales 

dX, z=l^Jh + l,^Jh,+ ... +i^,dh^ 

dX^, = l^^,db + ^,^^Jb,+ . . . +^^^,dK^, 
qui definissent 
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en fonction de 

hf A, , • • • A,p_^. 



En r&olvant les Equations pricidentes par rapport k dh^, 
dh^y ... d h^^ , on aura 



(4) 



dh =P,JX, + P,JX,+ ... +P..^.rfX_., 
dh, =P,JX,+P^JX,+ ... +P^.^,dX,^,, 



oix les P sont des fonctions rationnelles de X, , X, > . . . X. , la 
derniire de ces lettres itant li6e aux autres par la relation 5=0. 
Les conditions d'int^grabilit^ sont ^videmment v^rifi^esy et nous awms 
done a faire l' inversion d'un systime d'intlgrales de difflrentielhs to- 
tales relatives a la surface S:=zq. 

Or les X sont des fonctions uniformes de A, , A, , . . . A,_j , 
ayant pour toutes les valeurs finies de ces variables le caractire de 
fonctions rationnelles. Montrons-le, par exemple, pour la variable h; 
il suffit de r6p6ter un mode de raisonnement classique dans la thdorie 
des fonctions ab^liennes : les relations (3) permettent d'itcndre de 
proche en proche les fonctions d'une mani^re uniforme. 

Nous pouvons done conclure que les X sont des fonctions abfe- 
liennes (ou digte^rescences) des /?, et en particulier de la variable 
h qui nous inttJresse particuliirement; nous entendons par fonction 
ab^lienne d'une variable, ce que devient une^fonction abilienne d'un 
certain nombre d'arguments, quand on laisse constants tons les argu* 
ments moins un seul qui devient la variable. 

Si maintenant nous revenons k T^quation (i)i on voit que les 
coefficients do y, y\ ... ^"^ dans les relations 

Y = F(h, y, y', ... y^''>), 
y = F. (b, y, y, ... y^''>). 



y<-> = F, (A, y, y', ... /">) 

Rend. Circ. Matem.^ t. IX, parte i^. — Stampato il 10 luglio 1895. ^z 
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seront des foncdoDs abilicnnes (ou d^fcn^rescences) de b. Si nous 
consid^ronsy non pas Jt, mais b comme la variable, nous pouvoDs 
dire que Y est une fonction ab^lienne de b, et par suite y est ime 
fonctioQ aMlienne de x. 

Nous ^noncerons done le th^or&me suivant qui resume cette 
analyse : 

Sous Its bypotbeses faiUs, Vintigrah glnirak de Viquation (i) 
s'exprinu a Vaidt des transaniantes de la tbiorie des fonctions abi- 
liennes. 

Au lieu de T^uation diff&rentielle (i), on pourrait 6videmmeot 
considirer le systime d'^uations diffirentielles du premier ordre: 

(2) -jy' = -X](x, , X, , ... X,) (i =s I, 2, . . . « — X) 

avec la relation alg^brique 5(x, , x^^ ... xj = o. Si on a 

x^t + b)=f^ (A, X,, X,, ... xj (i==,,a,...g), 

les ft fetant rationnelles en x, , x, , . . . x, , Ics intigrales du syslimc 
(!) s'exprimem k I'aide des transcendantes de la throne des fonctions 
ab^liennes. 

4. J'indiquerai une consequence de cette proposition. Soit une 
Equation 

f(y,y', ...y->)=o 

dont on sait que Tintigrale g^n^rale s'exprime k I'aide d'une int^ 
grale particuli&re quelconque par la fomiule 

Y=zR(y, y\ ... /"*>, fl,, a,, ... 0» 

K dependant rationnellement des ^ et les m lettres a repr^entant 

des constantes arbitraires. 

II est d'abord imm^diat que Tintigrale g6n6rale de T^uation 
sera uniforme, puisque, dans le voisinage de tout point, Y pent s'cx- 
primer rationnellement i Taid^ d'une integrale paiticuliire y que 
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Ton pcut supposer aniforine autour de ce point. Ensuite, les con- 
ditions supposiies dans le tliior^nie procedent seroiit certaincment 
virifiees, car on peui prendre' pour Y, cc que devient y quand on 
Kmplace x par x -{- h; il en results que I'inligrale ginirale de I'i- 
quation ci-dessus pourra s'exprimir h I'aidt des fonctions abiliennes 
on de leUTS diginiresctncts . 



w 

J. Le thiorime du n" j ttait relatif aux Equations difF6ren- 
tielles. En changeant, pour ainsi dire, seutemcnt la forme de cette 
proposition, on ob:ient une propri^ii gini^rale dcs groupes alg^bri- 
ques, Prenons une surface algebrique dans un espace k n dimensions 



S{x„ X,, 



.x.) = 



4t supposons que cette surface, admette un groupe G conlinu et iini 
de transformations biraiionnellcs. J'envisage un des sous-groupes 
(inis ^ un parametre contenu dans G; ce sous-groupe sera d^fini 
par un systime d'6quations de la forme 



(S) 



f=M'.. 



'0 



Ics X ^tant rationnels en jc, , x, , ... *,. PuJsque ce sous-groupe 
fail partie du groupe G, le systime (S) jouit de la propri6tt indi- 
qu6e pour le systfeme (2) ft la fin du n° 3, et nous pouvons dire 
par suite que, dans les igualhns finies du sous-groupe priiident, les 
roefficients sonl des fonctions uniformes du paraimtn arbitraire s'expri- 
riinnt h I'aUe dcs Iranscendantrs de la thiorie des fonctions abelitnncs. 

Nous pouvons opirer ainsi pour chacun des sous-groupcs i un 
parametre contenu dans G, et on arrive alors au tlitor^me g6iii:r.il 
suivant : 

Si le groube G est ii r param'etres, on peut s'arranger de luaniire 

que les coefficients des fond iotis raiionnelks dex, qui donnenl le groupe, 

fint des fonctions miiformes dcs r paramelres s'exprimanl au moyen 
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des transcemkntts de la thlcrit des fonctions ahiliennes on de leurs di- 
gttUresances. 

6, Nous pouvons faire, relativement au groupe G, une distincrion 
in^rtante, sur laquelle nous avons d£j^ eu 4 insister au n° ). Le 
groupe G peut ou non permettre de faire correspoadre ^ un point 
arbitraire de la sur&ce 5 un autre point quelconque de cette m£me 
surface. 

Dans le premier cas, le groupe est au moins n — i fois tran- 
sitif, et en faisant varier n — i des param^tres on obtiendra une 
repr^entation param&trique de la surface. II en r^sulte que les coor-^ 
donnies d'un point quelconque de la surface 

S(X,, X^y ... xJ) = o 

s'exprimeront par des fonctions ahiliennes de n — i parametres, 

Dans le second cas, le groupe G sera nicessairement un sous- 
groupe d'un groupe F de transformations birationnelles de la surface, 
pour lequel les paramitres pourront fitre regards comme entrant 
algibriquement. Si ce groupe T (qui peut coincider avec G) est au 
moins n — i fois transitif, nous sorames ramen6s au cas pr^cident. 
Dans le cas contraire, par chaque point de la surface passe une 
multiplicity alg^brique, contenue dans5, et d'ordre inf^rieur k n — i. 
Cette multiplicity jouira de la propri6t6 qu'avait S dans le premier 
cas, c'est-i-dire que, si elle est a r dimensions, les coordonnies de ses 
points s*$xpriment par des fonctions ahiliennes de r parametres. U est 
important de remarquer que les modules de ces fonctions ahiliennes 
ne dipendent pas du point de la surface qui ditermine la multiplicity; 
ceci risulte de ce que les e3q)ressions des coordonn^s peuvent fitre 
obtcnues en faisant varier seulement, parmi les parametres de T, r 
d'entre eux qu'on peut supposer £.tre des arguments de fonctions 
abeliennes form^es comme il a ^t^ dit au n° 5, et par consequent 
tout-i-fait ind^pendantes du point de la surface determinant la mul- 
tiplicity qui nous occupe. 

7. Le thiortaie du n° $ s'applique en particulier aux groupes 
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danfecs for ^,x, x^^jirx racrr jsxsjss; X iiL$uAi$dC4fi»M 



-^— -^^^ --^^ ^ •^s- » — — — ^w "• ^^ * *^ ^ ^ •. -«. ^^ 
X. =i(x,, X^, X^, X,, JL^ . . . 40 

X. = t.(x., X.. - - - X^, «,. dE,. . _ O 

ce 1^ fveoBiCy cae Z'os peat x ia jo us s''a;rui^?sr Je 6k«MI <^ik^ ^ 
R smm da UmOmm ■wi/iii Jgs m s't f »i mmmi pmt k$ Mmm%^ 



Oil poocn dans ootants cas aller plus ktn. Si le {9raM(pt <«l 
m fiois tnnsitif, ct si scs siAsdcndoos soot ^chinp^aMes %kux Jk skux^ 
ks tcansoKidaiitcs qui s'introdiuseiit Jans le$ cilcuh f^uttcui ^i\^ 
plement de riurcrsioQ d'iciegrales de did[^oiii^lc:i^ loi^lts r^ilt^HK 
mlUs. Par amsiquent, h desigoant un dcs [uram^fT«$» otx i>hlioiKirt 
senkmeflCy par rinTersioo, des ibncdoos rationncUe:^ dc h \hi dc #\ 
en desigoant par k une coosunte. On pourra ;dars $'Art4i>|t^r d« 
maoiire que les R contiennent ratifmntlUmtmt Ics pamm^r^ «tx 

8. Apfdiquoos les gintoiliti^ qui pnk6d«iu \ U ^uH%Ki^ a\% 
g^brique 

/(x, y, — 

dans Tespace 4 trois dimensions. Nous allunx n^lixmy^r si uM^^^K^h'r 
les propositions que nous avous donn6cs autrcioiM, 

Supposons que cettc surface admcttc un K)Hui|I(> di» h'AU't^su^M 
tions birationnelles. Tout d'abord si Ic kihmiih* |>«»iiupI di> |^(^m>^» W\\\ 
point quelconque de la surface h un autro |nilnl i|ni^lMMU|M»^ d>» u'lK* ^l» 
on est assuri que Us coordonnifs d'nn fioint th hi »Ni/iuf \\sf^ni^fHl 
par des fonctions abiliennes {ou di^in^n'uMUf^) d$ df^s ^hm^^O^i 
II faut approfondir davantuf^c la (pirtithin t nhMlili'Mni nn ^\s\ 
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gnMpe k un panm^re coDtcnu dans le groupe donn£, Qons ntSM- 
Qcroos comme aous TavoDS fait plus tiaut d'uoe ntaiu^e gtntnlc 
ct nous sommcs conduits a une transform aiion dc U surEKC n 
eHe-m^mc, d^ndjm ntionneUetnent dcs Icttres X,, X, , ... ^ 
qui soDi cUn-tn^mes fonctions de param^res b, b,, ... &,^ (fat 
les n** 2 et ;). Xous avons ainsi la transformation birarioanelle ile/ 
en eUe-mtete 

X=f(h, b,, ... b^,, x,y, O. 

y=?(*. * *_>x, :y, O. 

z=K*. * *^.. '. >. o. 

tes subsiitmions de ce groupe ^tant deux \ deux ichangeablos. Si 
cc groupe est deux fbts transiiir, on poum r^soudre par rapport 1 
deux dcs param^tres , et , d'apr^s ce que nous avons vu au o' }i 
les cordonnies d'un point quelconquo de la surface s'^xprimeiWI 
par Jcs fonctions ab^Iicrnnes dc deux par:imitres au moytn de I'm- 
version dc i^'ii^ intigralts de dipirtntitllts iotafrs; c'cst le rfsultlt 
que i'ai obtenu .imirifurcmcni (Journal dc Matliimatiques, 1889, 
page 22J). 

Si Ic groupe V ne permet pas de passer d'un point quckotK)ue 
dc U surface i un autre point , on pourra fairc passer par chaquc 
point dc la surface unc courbe alpi!rbriqiic qui: le groupe transfof- 
tncra en elle-mfimc. Ceite courbe sera par suite nL-cessairement ilu 
genre ^iro ou du genre un. On peut laisscr constants lous les pa- 
ramitrcs sauf un seul, et considtrer par excniplc /; comme seul 
variable. 

Djos li: cas 06 la courbe sera de genre un. X, K, Z devront 
Cire lies fonctions doublemcni piriodiques de h, et \\ est dair que 
Ic moiule Jl- cettc courbe est fixe, c'cst-i-dire iiidfrpendaiit de {x, 
y 7). Noas avons done, dans cc second cas, un Jaisccan de iourhes ii 
gnire :,iro w «" it '<» suffacf, \\ passe par cliaquo point de U sur- 
face une courbe de cc faisccau. C'est un thiorime que j'ai t%i\t- 
meiU ir.diqui pricedemnicnt (loc. cit.) ci j'ai niontri qu'on pouv;iit 
ni5mc aller plus loin quand le genre gfeomiirique de la surface Ji- 
passe I'uoite. 



SUR la TH6oRIE DBS GROUPES, ETC. 25$ 

Le seul cas dont T^tude, d'apris ce qui pricMe, n'est pas en- 
tiirement complete est celui 06 la surface admet un groupe de trans- 
fomnations qui ne permet pas de passer d'un point quelconque de 
la surface i un autre point de celle-ci , et oh en mfime temps la 
surface a son genre gtom^trique au plus 6gal k un. Quand ces deux 
conditions se trouvent remplies , j'6nonce seulement que Ton peut 
trouver sur la surface un faisceau de courbes de genre z^ro ou un, 
mais j'ai tout lieu de penser que les tfavaux r^cents de M. Ca- 
stelnuovo et de M. Enrique s sur la th^orie des surfaces per- 
mettront de donner des indications plus precises sur la nature de la 
surface. 

Paris, le 5 juin 1895. 

£m. Picard. 
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A QUADRATIC CREMOSA TRANSFORMATION, ETC. 



2J7 



* (70- But the pencils with cen- 
■ A and B are 7^, since the in- 
ecctioo Fol corresponding rays 
I on the base conic. 

Similarly, the pencils with 
titers D and C projecting G 
b7\- Hence the pencils B and C 
~^ and the intersection R of 
[responding rays generates a 
oic passing through B and C 
Every line through O trans- 
s into itself, i. e. every range 
IDtaining the point transforms 
9 a range with the same bearer 
Pascal line). 

Every point on the base conic 
f setf-corresponding. 

The point A transforms into 
line AC; D into D B; 
I EC. All other points on the 
ht AD transform into the point 
alt others on ^i C into C\ 
I others on D B into B. 

Thus the vertices and sides 
IXADO transform into the 
pies and vertices respectively of 
t OBC. 

If K be the intersection of 
A D with BC, the corresponding 
points on O^ lie in involution. 
For we have two /y point- 
rows superposed on OK, in which 
O and K are mutually corre- 
sponding points, 

Rtnd. Cire. Uattm., t. 1X> parte 



ranges on a and h are ~^, since 
the join / of corresponding points 
is tangent to the base conic. 

Similarly, the ranges on d 
and c cut out by g are 7\. Hence 
the ranges b and c are ~/\ and the 
join r of corresponding points ge- 
nerates a conic tangent to b and c. 

Every point in o transfortns 
into itself, i. e. every flat-pencil 
containing the line o transforms 
into a pencil with the same bearer 
(Brianchon point). 

Every line tangent to the 
base conic is self-corresppmiing. 

The line a transforms into 
the point ac; d into db; o into 
he. All other lines through the 
point ad transform into the line 
o; all others through ac into c; 
all others through dh into b. 

Thus the sides and vertices 
of i ado transform into the ver- 
tices and sides respectively of \ 
obc. 

If k be the join of d d and b c, 
the corresponding lines through 
ok lie in involution. 

For we have two 7\ flat-pen- 
cils superposed on ok, in which o 
and k are mutually corresponding 
lines. 
-SUmpato il 17 luglio 139;. ;] 
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WiA fopea ID ibc &Kd pair of oppontc sules ACtaiBD u 
gam, Ae mmt Rcaenl efBatiaa to • osaic oukrog the inlcrcepti 
Oj = m, OB=zb, OC = c OD = i, auy be throwa into iht 

«iwtc y b aibitm;. We then 6nJ the fbUowing relations betwe.ii 
the oxMiliuts Xj y o( P sod *,. j, of R: 



-w 



y 



V = kcx(ix + ay + md) 
F=,i(yiix±Mj+Mi) 
IF = hi3^ + mcy' + hhdxy -i- abdx + acdy. 

To opfcss the tnosforautioa in bomogeneous coordiaaies, we 

oou that: 

hV-ircF — hcW:=^bc{»h +cd — libd)xy. 

when the base 



... - • . . ab -i- cd 

We exdude the wry trtvut case b = — tt — 



coaic breaks up into the right lines AD and BC; Tor every point 
of the plaoc tlien tnnsfonns into B C. 

Not at all trivial is the case when it breaks up into AB aad DC. 

Let 



.-.or, ;y, ;<, =x?:y?: xy. 
Sotving, 

x:y:^ = x,i, : y.K, ■- ^,y,- 
The triangles of reference for iIk- old and new coordinates »« 



A QUADRATIC CREMOKA TRAKSFORMAtlOK, ETC. 2$^ 

then, respectively OAD, OCB, viz: 

OD = x = o, OA = y = o, AD = :(^=zo, 
O 5 = X, = 0, OC = y,=zo, J? C = ;(,=: o. 
The solution of the Cartesian relations gives : 

_ IT ^ r 

* — 7j^> y — jp^ 

where 

U' = adx^(—bx, — cy, + be) 

r =ady,{-bx,^cy, + be) 

W = bdx\ + aey\ + bdbx^y^ — ahey^ — bcdx^. 

The conic fF' = o into which the line at infinity transfonnsy 
and the conic IV =. o which transforms into the line at infinity are 
both similar to the base conic* 

The fact that the three conies are dimultanedusly all 6llifPse<iy 
all parabolas, or all hyperbolas follows also pfojedtively; sinCfc si litli^ 
and its transform meet the base conic in the same two points (real 
and distinct, coincident, or imaginary). 



University of Chicago, May i, 1895. 



Leonard E. DiCicsbM. 



EMILIO WEYR. 

Nccrologk di GuslBVO Kohn, in Vienna. 



D4i MonaUbtfu far Malbtmatik und Phytik, VL Jihfgang 1895. pp. 1-4, 
TnJuiloae di F. Gerbalili. 



Einilio Wcyr nict]uc in Prigi nell'inno 1848 d« F 
pfofetion di iiutematici tielU SUats-Obirrtatscbult Ji quelU iniX. Nelta finiigll* 
Wcyr \t scienie matenutichc ivevano leiideiua. Destinato fin dAlI'i 
atla mateinatici, Emilio trovd in luo pidre un veco maesito, cd uno lelanR 
condtKcpolo ncl luo Tratellu miiiore E d o a t d o, che oggi i profctwre di nin- 
mutica in Praga nella hdb-mitehe Itrbititcbc Ihchicbuh. 

QuAriJo cnifO al Potitecnico di Praga, Weyr possvdeva gii un buoo 



iniroduceva i suoi tllie)) 
circoli scientirici di Pngi 



icDti poKniemenie attirato di' suo Tauino, c ben pm<o 
:)eiiiifti:lie. Priino a far nvo'gete rattcniianc Jul miK- 
r KTlttci pubblicito a l-lpiia da Tcubnci, U prim 

ciiva delle cun-e nxioiuli M 
teoiia ddle supcrdcie rigate de! }°' 



redo di cogniiioni; allota Guglielmo Ficdl< 
alia nuova gconwiria, e li siudiava di intercssare 
quMU djiciplina. 

Emi llo Wcyr 
fu icimolato a riccrctii 
matioo giavanetto fu 1 
del quale (iii&9) ba pur oggetio 
)" oiJine, c la seconda patic U^70) 
dine, eniritmte basaie sopra uaa corrispondenza (I 

La jua predileiione per la geomeiria sintctica divennc anche pid profbndi 
dopo un }uo viaggio Kieniifico in Italia. Attirata qui dai 
del C T e III o II ii, lu inUranieaii; conquislato dalla pcrsonale infiueota di qi^t^ 
Kien/i.iio. Per tutu la sua vita scivatilicj Emilio Wcyr rimase fdeU il^l 
geomctria sintctica, e, in qucstai all'indM 
disdcgiii risalifc 1 tcoremi gciierali, fondati iolianto iinaliticamcnti:, per dedwo* 
coniegueiue geonit:t>icbL'. L'indiriiio puranieniu geomelrico di Staudi-Rc 
ebbe tu di lui poca influenza. Nel primo indiriuo pui egU ccfc6 una sinda 
propria. 



EHILIO VEYK. 

E iavcTo ben si puA psrlarc d'un muIoUo a lui propria, chc spicca ia moiti 
lei soo! piii noievoli livori, c che si pub caratteriKare nelli matiiera seguenie. 
3ft una noia proprieli di una ccrti forma geomeirica si fic»va un'allra proprieU 
;« quella equivilente) di una certi carri5pondenw algebrica. Per M quella pro- 
nietl apparc in cetia guija concepita piii astrallanienie e libcnia dalla forma 
MTticolare. A'lora essa si traduce in proprietl delle pid svariaie fonr.e, iulle 
]iu!i si possa con certe coitruzioni geonietriche far risorgcre la corrispoiidenta 
lella sorta coniiderata. 

II meiodo lascia, come si vede, uo v^sio campo d*aiiane all'abiliU od alta 
.nuginaiiva del geomeira, ed il W e v r sc nc serve con v«a iniestria. 

Cosl t chiaro come per opera di lui la leoria delle corrispondcuie algebriche 
lu sostegni raiionali, e con c5sa !a teoria delle forme rationali e particolanTienle 
lelk curve railonati sia progrcdiu. 

La Koria delle corrispODdenie algebriche, sijuo quelle generili, siano alcunc 
ipeciali tra esse, deve a lui uiu seriu di seraplici leoremi, ed ha otigine da lui 
iiu pane dvMa terminologi.i oggigiurno abiiuale in ^ucsio campo. In particolare 
:gli hi fernuto la sua aiteniioiie sulla Icoria di una classe piCi specialmcnte ini- 
lonanie di corrispondenc;, i'lot sulla i^oria delle involuiioni. E guando cgli, stu< 
Ijate le involuiioni di prima specie. Era cui approfondl particolarmente quelle 
nbiche, spinto dallj rjpprcSL'niatione detle curve razionaH tra loro, pass6 a siu< 
liarc anche Ic invduEioni di s,':ecie superrore, ha reso a'U scienza un lerviiio 
luraturo. 

Quaodo si vuol irattare geonietricaciientc una cocrispondunza, ordinatiamenre 
\i assume come sosiegno di esaa una conica, c si siudia )a sua curva direttrice, 
iot i'iaviluppo delle congiungenci puiiti cortispondenii. Nolc proprjtti di corri- 
ipondenie si usufruiscono col I'assu more, aixanio alle conidic, come soitegiii curve 
ationali del }'* e 4° ocdine (sia piane ch^ gobb:). Sebbene in quesia maniera si 
mcDgOQO ulora anch>: propriety di loriiie nan razionati, tuiiivia si ha in iiuesto 
oltaato un m;iodo per lo siudio dcUe forme razionali, e appunto queste fino 
ll'anao iSS} iiitcressano sovraiutio il Weyr. Egli poi nello studio di alcune 
peciftli curvt: razion^ili ha in pifi lavori, pt:r la iraEtacione analiiica, adotlila la 
lOtacione parameirale e I'ha applicata can sjccesso. 

Dal i83; all'incirca i suoi lavori acquistauo uu aliro indiriuo. In luogo delle 
urv.; di getierc lero forinano d'ora in poi Oggelto delle sue ricerche le curve di 
;enere uiio. Agli sludl fondameniali gi;ncrali, jier i quali Clebsch, ISrill 
Ndther erano penetraii con si splendido 5ucce»so nelia gcomctria sopra una 
urva algebrica, fu reitio a fire adesiotte. Egli aveva su c'lb la sua pariicolare 
nmiera di vedere, ed i suoi sfoni erano tuiti dlruiii a penetrare in qucsto campo 
oi suoi mciodi piii elementari. Quando fece {i88j) il prinio passo su questa via, 
he gli schiuse la veduw sul'a n.itufj geonietrica della irisfoniuzione imivoca 
Igebriu d'una curva gen-*ralc di j" orJinj in st stessa, cgti cbbe per tale suc- 
^ tiiu grande gioia, di cui lo scriitore di queste cighe serba vivo ricordo. 



iii COST* TO KOBW. ^^^^^ 

Q.uc«b vcduU diventd 4a kllora anche U bue pec i suoi studi utterioti tuilc 
curve ii geoere una, tra i pifi bet fruitl tlej ^ual< lono i» annowrarti numcroK 
ed «1cBiuii projicicit da luj KOpcrle tulle curve del iiuiaio e del sestoonllot <l(i 
gcnete uao. 

a limiliinia ad um succinta etpoiiMOne delta aaiura dei lavori del Wcyr, 
smu dame per eneao i titoli, per brcviii dt spaiio; iavero graade t il numn 
delle sue pul>bTiui)oni,*cbe iKcndono a citci un ccntlnaio t mtao (*). Egli It 
un Uvotatore iiKCSiante ed infalicabile, quasi avesse presentito che U tempo ddh 
ma antviti era riatmto In anguiti conriiii. 

Avrenimo ua'tmagine incompl»a deH'opurOflU di Era 11 io We jr. ttm 
paniaitlmo anchc alia sua attivjtl didatti«a. 

Le «ut Icaloni airUnlversiti di Vienna ciano Minpllfl e diaadome, ma d^ 
cKinpIare chiaruia. Unto che jnche il piti cotta d'mgegno poteva tcguiila m 
fatka. A lui i dovuia princlpaltncnte la vaiu esicnaione eke le cogniiioni p 
mttiiche • Io studio dei tnaiodi della geonieiria h^nO tra gli insegnaati it 
Kuo'* tccoudafi* d'Austria. A lui pure si dcwe inoltj gtatiludine, percht ilum 
la stta o^.TOiltl in Vitnna la produalone sciciiiillca nutcmatica ha ricevuio i 
AuMiii un incrciiicnK) aasai considtravole, come appare dtl roluml del'e iSIi 
angibcrichie dur WIviut Akademie drr Wiiscnsthaftcn a, dovt i Uvori inaten 
tici pri-itdono un gr.mdc spaiio e ptvdoinjnano qucl!l (.he bani-o pec oggctto >l) 
geoiiKlrii:i, La nussima pan* dl <\iiiM'i siudl 6 di lui e del suoi scotari, tri 
quail qui uominer6 ^oltjnto queHo chi.' in inoriu Io prt-cedcttL;, rAmcscdtn 
Intleine al pcof. Gusiavo Rltter voit Eschirlch, il Weyr ha Fix 
daio H'-'l 1SB9 i « MoiiaKhufte fcir Mjihenmlik und Plivslk ■. 

Scinp'ictf k! piana fu la siia vita, *eiiia loitCi stnia privjiioiii. Sail gieil 
i itradi da'la cjrri«fa accidemlca. N.iio iicl |g|^. nil 1H71 Tu nominato pnM 
lore ttraordinaMo n! Politeciico Hotmo in I'rnga. c net 187; fu chiirrutocoi 
prof>:s«ore ordinarto all'Univuniti di Vieiinj. DlMiitticoki nan gU sono mancMI 
Tra I'a'tm egU era membro cffeitivo dell'Accademia delie Sclcn« In Vienna^ 
deirAccjd.-mia-Franccsca-Gluseppe in Praga, e poco prima del'a sua mortiiU^ 
vuii* il tiiolo di Consigliere Aulica Spoiaiosi fin dal iB7;.'on Maria V 
Edie von D u m y s 1 o v ebbe due fsgVi cd una (iglia, e poieva JirsI fcllcn quuuM 
colli), pur invidia degli Dei, da una crudele malattli fu rapito dopo lunga kS»- 
rCnai nell'iti migliote. 
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ESTRATTI DAI VERBAL!. 

[f^edi t. VIII, pp. 166-168J. 



ADUNANZA DEL 28 GENNAJO 1894, (Presidenza F. Ca I d are r a). 

Gorrlspondenza. — Coa kttera in data djl dicerabre 1893 il dott. En- 
rico Barone si dimctte da socio dd Circolo. — A nome del socio professore 
conun. G. B a 1 1 a g 1 i n i, la consort * di lui, signora Anna Battaglini, rin- 
grazia il Circolo pei voti espressi nell'adunanza del 7 gennajo 1894. 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazioni a scrutinio segreto : il 
sig. Antonino Romeo, tenente del Genio nella Direzione territoriale di 
Palermo, proposto nella precedente adunanza dai soci Guccia e Gerbaldi, b eletto 
socio residenle; ed il prof. Carlo Somigliana (Pavia), proposto nella pre- 
cedente adunanza dai soci Vivanti e Gjrbaldi, k eletto socio non residents 

Blemorie e Gommiioazioni. 

GERBALDI: SulU singolariti delta Jacohiana di ire curve piane, (Continuaz. 
c fme; vedi adunanza del 24 dicembre 1893). 

TORELLI : Sul gruppo monomio individuito da una irasformaiione infiniUsi' 
male projettiva. 



ADUNANZA DELL'ii FEBBRAJO 1894. (Presidenza F. Caldarera). 

II Presidente partecipa, con dolore, Tinfausta nuova dolla morte del socio 
non rcsidente Emilio Weyr, awenuia in Vienna il 2$ gennajo u. s. e ram- 
mcnta la degna carriera scientifica delPillustre professore deirUniversiti di Vienna, 
la cui perdita b irrcparabile lutto per la Scienza. 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazione a scrutinio segreto, il 
dott. Filiberto Castellano (Torino), proposto nella precedente adunanza 
dai soci Peano e Gorbaldi, 6 eleito socio non residente. 

Blemorie e Gommiicazioni. 

Bl ANCHI : Sui sistemi trifyli ortogonuli di JVe i n gar ten. 



ADUNANZA DEL 25 FEBBRAJO 1894. (Presidenza F. Cald a r e r a). 

II Presidente partecipa, con profondo rjmmarico, alia Societii la morte del 
socio non residente Eu genio Catalan, avvcnuta a Liegi il 'd\ 14 febbrajo 
corr. e ramnienta gli ahi titoli di benemerenza acquistati dalPeminente profes- 
sore deirUniversiti di Liegi in una lunga esistenza cos\ degnamente spesa a van- 
taggio della scienza e delPinsegnaniento. 

Gorrispondenza. — 11 prof. Carlo Somigliana ringrazia per la sua 
ammissione a socio del Circolo. 

BSemorie e Gomunicazioni. 

GUCCI. A: Sulle involuxioni di specie qualunjue, dotate di singolaritd ordinarie. 



2^4 ESTRATTI DAI TEMALI. 

ADUSANZA DFXL'ii MARZO 1S94. (pMidenw A. VentnriJ. 

tl PftESiDEKrE pinccipa a'la Socieii clie, in tegiiUo a votJzione «' 
dell'irt. W dcl'o Stiiul'], il Co.uiglio DiretlivD (ComililO di Rciiziontdri 
diconii) hi cK-tto il prof. G. B. Guccia HM3.it delcgaio 1 dittgere U pubkl 
cacione det Rendiconti. 

Gorrispondaiwa. — C^n IctMra dd 6 ifuno tS^f II profl Stefino Pi- 
gti JT1 i ti .1 inline di socio dt:l Clno'o (a panlrc dil I" geniMJo 189;). 

Aimniasione di auovi aoci. — Dieiro voiitioni ■ tcrutinio scgreto: il 
dott. N i 1: J 1 1 A in i i i (R0..1.1). pro,iO'to neWi pKcedenie idoTunta dti %tti 
Cerruii e Gufci.i; i! prof, R J. StudiiJJIij (Pniga), propoito n:^1l■ preceJeitt 
adunjoti dii iod l.otii e Gucci*; ed il d«i- Ciov»nni VaitAii. propoHn 
Delia pr>;cedcnie iJuninia dai joci Petno e Porro. lano elelti (oci lui riilltxS. 

Afbri iDtami.—Kspotiiione ed itpprovuioiie del Conto comuntiro detrc 
serci^in iSij. reso dal Te^oricre. c del BiUncio di premionc pel fSjj. 

Hemorie e Gomunicasionl. 

GUCCiA: Rictrcht lui' ii;f(mi /iViW Ji curvt algtirieit piine, i^ltli J! tit- 
galurili oriinafU. (Memoria II'). 



ADUSANZA DEL ij MARZO 1894. (PresidcnJia F. Caldarcn). 
Honiorte b Gommicttsicnii. 

GARIB.\LDI: SuW tslmsient iigU agrrrgali numtrahlU. 
POINCARI:: fur Us Ijuations dt la Phjii,,ut Uathimall{u: 
aURALl-FORTI : Sultt clani or^aal* e 1 nwatri traiu/nti:i. 
GUCCIA: Rleirebt sm liiUmi liatari di curve algtbriebt jiiane, dvUliiii'l 
gohrilh ordinarit. (Memoria II'). (ContinUM. e fine). 



ADUNANZA DELL'S APRILE 1894. tPresideiua F. Ca 

Ammiasione di nuovi soci. — Dlctro votatione a scruiinio scgfrto.*^ 

dotl. Domi-nico Amanxia (Nipoli), propOilO "clla precedent* iJuW 

dit loci ToccUi e Guccia, i ciciio loeig nun ruiientt. 

ADUNANZA DHL 11 APRILE 1894. tPresidecwi F. C a 1 d a t e i a). 
Carrispondensa.— II dott. Domvuico Amanaio ringraiia per Ij 

.cl Cir^olo. 
HemoriQ e Gomumoaxtoni. 
.\MICI : Risolitiitint dtlU cangrutniJ x" ^ fr (tnod a 



ADUNANZA DEL ij MAGGIO 1894. (Presideiiia F. Caldarcr 

II Presidlhte di il ttiste annunaio della morte del socio proC conir 

suppe Baitaglini. avvermi* in NapoH il 39 apiile u. s., c ii»ae brevciiw 

gli elogi del compiaiito illusire iirofV^sore JsM'Universit.l di Napo!i. Dope did 

dilaparolaaisocio prof. Tore Mi, [ Ctdi n-t^iti Readicomi.t. VIll.pp, i8o-i»« 



J). 

proC conitu. Gij 




U Segceurio legge la segueotc proposia della Society Rcalc di Londra 

a jil PrtiidtnU del Circolo Matemalico di Palermo, 
a Come probabi I mentis sapri;ie, la Sacieii Reale di Londra ha pubblici 
noDO volume d:;! Ottdlogo delle iiumarie scieiUiJiebe, eisendo usciio ncH'anno scorso 
i1 1° volume della decade iS74-8j. 

■ Tale caialogo i limitaio alU letteratura scientifica periodica, ciok a lavon 
pubblicati negli aiii -xc, di societi c nei giornali; noo tiene conto delle niono- 
grafie e del libri di pubbli^aziaue indipfiidenci conunque importanti, Inoltre i 
loro tiioli sono rcgisiraii saltanto in ordine al nome degli aucorii e, quantunque 
la Socieii abbii da lungo tempo 11 proposito, che spera di cffcHuare come cliiave 
dei volurai gii pubblicaii, di comporre un eleocodi quel lavoil fatto pet materie, 
tunavia il Caulogo viene ancora compilato sccondo i owiii dcgli auiori. Olire a 
ciA, sebbenc !a Socieli abbia cercaco di includervi i liluH di lutti i lavori scicD- 
tiUci pubblicaii aei periodici di iiitportariEa notocia , tuu^via t duopo confessare 
che il Catalogo t incomplete, anche riguardo alia letteraturj periodica, causa 
rammiwione di lavori pubblicaii in periodici meno imponanti o nan facili ad 
avers i. 

« Causa il grande sviluppo delU letteratura scientilica, il c&mpito della So- 
ciety nella continuar.ioae del Caialngo, anche nella forma attuale, incontra delle 
difBcoltl che crescono rapidamcate. In pari tempo t chiaro quinto gioverebbe 
al progresso scientKico la pubb1icJ,;iione di un Catalogo possibilmente completo 
e contenente i litoli delle pubblicaiioni scleiitillche che appajono lanto ri>:i pe- 
riodici che fuori di quesii. In tale Catalogo i lavori dovrobbero essere ordinati 
non solo per i nomi degll autori, ma anche in relaiione al loro loggetto, doven- 
^4osi coasultare per questo line il lesio del lavoro oltre il suo tiiolo. E il valore 
^Hel Catalogo crcscerebbe non poco ^ou una pubblicazione periodica frequente e di 
Hpl forma che si avassero separatamente le pani concerneuti Ic singole branche 
's^euali della scienit. 

a Non t duopo dire che la preparazione e la pubblicaziotie di ud catalogo 
cosi completo eccede di gran lutiga 11 potere e i meni di qualunque soeieti che 
vi atteada da sola. 

n Guidaii dalle esposte considerazioni, II Presidenie c il Cons iglio della So- 

kU Reale hamio incaricato una Commisslone di siudiarc c riferire sulla possibilili 

•mpilare un Caialogo cosi fade medianSc una caoplmiio'ie inlcrnajionaU. 

« La Commissionc non 6 ancora riuscita a formolare un piano di I 

It la delta cooperadone; masaranno utili intanto le seguenti proposte prcliniinari: 

■ II CaUlogo comincietl coi lavori pubblicaii a pjrtire d.i1 i" gennajo 1900. 
g In un luogo da scegliersi in seguito si stabilirl un nfficio centrale che 




tn 



tamAftl DAI VWAU. 



I riuuienato medUnle co3itibiiiioni intctnuioiiati, su diRtUinente 
liili utaui o d'alm natura, m iuJIiettaiiMatc clot coU'trnpegoo iell 
in certo numero di copie del Citalogo. 

■ A tale uf?icio ti darinno regoUrmimi; tutie le inforntiziooi neccHiric 4 
- comporrc il Caulogo. Citi si poirl f^ic col mandarvi Jirctumeate i periodici.le 
moaogTafie. ccc, da catatagare, oppute pan! di Catalogo gii prep«rate da divtni 
isiJEuii, o itiea-lo insieme una cou e I'alira. 

■ NclI'utGcto M dovrcbbe, in>ieii<e alia prcparaiione del Caia-logo, atiendciti 
contporre delle Ubelle d> daii iciencifici, di mono to mano che vcngooo fotnlii 
dai tavori presenlati. 

s I! ptirao paMo pert t di coouaiare w lia postibile e dciidcrabile uno icbctw 
4i collaboraaionc iniemationaie. Di cons«guenca la CommiMione detidcra di (o- 
noKurc tu quesio proposito I'apinione dei torpi scieuiifici e degli sckiuiaii. 

B Ci luilnghiamo pcrianto che avrjtc la bonti di sonopotre quanto pcinu 
1'argODienlo al giudUio del Cireclo M4U>iuiiieo Ji Paltrmo e di infonuKi. pet 
uso dcUu ConimiuioM, delle conduiioni a cui si .tnivetl 

■ Sc la dccisione chc dferirete sari in qualchc modo favofcvolc a! pri^no 
I vi pregheceina inoltre, witipre per uso d.Ha Giininiisione. di cotnanicaKi i ! 
L getimenli the vj patranno Opportuai sul miglior modo di effeituarc it ptagetH^I 

lulla Gostltuxlonv detl'lKlicio ceniM'c c sui meui di nunteoerlo. sul canitRR pK^ 
ciso del lavoro chevi si avrl da compiere, sulla lingua o sulle lingueinoiida^| 
vrl pubblicani il Caialugo, e altri simili. 

Vuiir; irtTi obkc^cBIi : 

1 M. Foster, Stgret. itU» S. R. 
« RAYLtiGH. Segrtt. d*tla S. R. 
1 J, Lister, Sigrtl. estero della S. R. • 
Ammisaione di nuovi soci. — Dictro voiaaioni a schedc segteli^ > «■ 
gnori : prof. Gcargi: Btucc ilalsted (Austin, Texas, U. S. A.)> propO"" 
nella prcci'dL-ntc adun.inia dai loci LorU c Guccia. i:d il ptaf. Onoff lo TOT- 
c e 1 1 i (Baf i), ptoposio neUa pTctcJunic .iduoanaa dai soci Cetiuti e Guaia. w* 1 
elelti soci mm rtsidiaSi, fl 

BInnorie e Comumcanoni. . ^ 

DEL HE: Sopra ana fiufltniw rtlmiuii alln UorimUtU eitrvt pUnt algitri^ 
SOLEK : Sopra una eirU dtjoriuata ddU tftru. 

FOURET; Sar U nambr* its plans UngtnU ijut Von ftut mmtr i untlarj** 
algibni/ut par uru droiln multipli dt CtUi surface. 



ADUNANZA DEL 37 MAGGIO 1894, (Presidoua F. Caldai 
GorrupoodnDSB. — 11 prof. O 11 o f r i o P o re e I I i ringraiia 
iini,iione a lodo del Cireoio. 
Affiui interm. 



^). 



ESTRATTI DAI VBMAU. Z^l 

ADUNANZA DEL lo GIUGNO 1894. (Presidenza G. B. Gucci a). 

II Circolo delibcra di ringraziare il Sindaco ed il Coasiglio Comuotle di 
ilermo pel sussidio di L. .^cx> accordato alia Society pel 1894, a titolo d'inco- 
ggiamento per la pubblicazione dci Rendiconti. 

Gorrispondenza. — La Facolt^ delle Scieoze di Marsiglia propone il cani- 
o delle sue pubb!icazioni coi Rendiconti del Circolo. II Grcolo aderisce. 

ADUNANZA DEL 24 GIUGNO 1894. (Presidenza F. Cald ar era). 
AflBui intemi. 



ADUNANZA DELL'S LUGLIO 1894. (Presidenza F. C a Id a re r a). 

Ammissione di noovi soci. — Dietro votazioni a schede segrete, il dot- 
»re Pacifico Massimi (Roma), proposto nella precedence adunanza dai soci 
arcoiongo e Gerbaldi, ed il dott. Pietro Bufgatti (Roma), proposto nella 
recedente adunanza dai soci Cerruti e Guccia, sono eletti soei mm residemtL 

Memorie e Gomunicazioiii. 

BURGATTI : Un teorema di Meccaniea, 



ADUNANZA DEL 22 LUGLIO 1894. (Presidenza F. Caldarera). 

Corrispondenza . — La Facoltsi di Lilla propone il cambio delle sue pub- 
licazioni coi Rendiconti del Grcolo. II Circolo aderisce. 

Ammiaaione di nuovi aoci. — Dietro votazione a schede segrete, il dot- 
ire Federigo Enriques (Bologna), proposto dai soci Castelnuovo e Guccia, 
eletto socio non residents 

DE VRIES: Zur Theorie der Tripelsysteme, 

KANTOR : Sur Us courbes hyperellipliquis portant des eorrespondanees univoques. 



ADUNANZA DEL 12 AGOSTO 1894. (Presidenza F. Cald ar era). 

Gorriapondenza. — U dott. F. Enriques (Bologna) ringrazia per la sua 
mmissione a socio del Circolo. — La R. Accademia di Torino partecipa la morte 
el suo presidente prof, cotum. Michele Lesson a, senatore del Regno, av- 
enuta il 20 luglio u. s. 

AmmiaHJone di nuovi aoci. — Dietro votazione a schede segrete, il signor 
ortunato Bucca (Palermo), proposto nella precedente adunanza dai aoci 
ore'li e Certo, h eletto socio residenle. 

Kemorie e Gomunicazioiii. 

LAISANT: Note sur les invariants des poUnomes entiers. 



ADUNANZA DEL 26 AGOSTO 1894. (Presidenza F. Caldarera). 
Afibri intemi. 
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ADUNANZADELL'iiNOVEMBREi894,(Prc$ideiizaM.L. Albeggiani). 
Memorie e Comnnicamcmi. 

FANG ed ENRIQ.UES: Sui pasttdati fondametUali delta GeometHa projdtivA 
(Co rrispoodenza). 

MOORE: Concerning Triple Systems. 
GERBALDI: Sulle involuijioni di specie qualunque. 



ADUNANZA DEL 2$ NOVEMBRE 1894. (Presidenxa M. U A 1 beggiani). 
Afibri intemi. 



ADUNANZA DEL 9 DICEMBRE 1894. (Presidenxa F. Gaidar era). 

Gorrispondensa. — 11 Presidente partecipa alia Societa chc S. £. il Mi- 
nistro delU P. 1., cou lettera del 22 otiobre 1 2^94, ha coucesso al Qrcolo un sos- 
sidio di L. 800 per !a pubblicazione dei suoi Rcndiconti. 11 Circolo delibera, al- 
ruaanimit^, ua voto di ringraziainento a S. E. il Ministro. 

Blemorie e Comimicarioni. 

GUCCI A: Sui vincoli esistenti Jra i punti di contalto dslle tangenti condMi 
da un punto a k curve algehricbe piune, 

L*Autore comuaica il seguente euuuciato» che ^ una generalizzazionediuiu 
proposizione da lui dimostrata ncl n*' 76 delle sue Ricercbe sui sistemi linearis 
curve algebricbe piane, dotati di singJariti ordinarie (Memoria 11*) (questi Reo- 
diconti, c. IX, pp. 1-64) : 

Teorema. — Siano nel piano: 

k curve algebricbe, d'ordini 

"i » "'a > • • • "4 > 

le quali pussano, per un medesimo punto 0, riipettivamente con 

Oti , Ota, ... 0t4 («<^^) 

rami a tangenti distinte e diverse per due qualunque di esse. 

Esiste un sistema linear e 00 *~' di curve, [^], delVordine «i -j- «2 4" — 4" »*""'» 
la ctirva generica del quale passa : 

con a, -}- *a + • • • + *k '*'""' P^^ punto O ed ba ivi le stesse tangenti i^'' 
curve Cj t C2 y . . . Ck 'i 

con un ramo, a tangente mobile^ per ciascuno degli ulteriori 

2] ( «i "/ — Oi «/ ) 

punti d'incontro delle curve C, , C, , . . . C* , due a due; 
con un ramoy a tangente mobile, per ciascuno dei 

J^[n, (»j — 0— Orf (ai + i)] 



ESmATn DAI VEOAU. ^^ 

pumti a ccmUtto itlU rdt* tb* si potsomo eondum da O * tocor* ^Or^ U i 

Indicando con 
«« gruppo qualunqus di p ip^^h) curvt scdU fra U,k c-rt^ Au. C. . Q . ^ Q 

il gruppo ddU curve residuali, il sistema lineare oo ^« [8] comti^m^ mma cunML e», 

tale che: , . . 

10 in umo quaUiasU a, degh uUertort punti comuui ad una curva del gn^po 
Id e ad una curva del gruppo |C|t^ ba per tangente la retta Oa; 

^ 2° in uno quahiash K degli uUeriori punti comuni a due curve del gruppo 
\C\ (oiruero a due curve del gruppo \C\k^\ ha per tangenU la retta coniugata ar^ 
nJnica di O h rispetto alle due tangenti in b alle dette due curve. 

11 numero delle curve B' {associate alle singole coppie IC|p, |C||^) ^: 



ADUNANZA DEL 23 DICEMBRE 1894. (Presidenza F. Gaidar era). 

Gorrispondensa. — II socio G e r b a I d i fa dono al Circolo deiropera in 
due volumi intitolata : Scritti di Leonardo Pisano pubblicati da B. B »- 
compagni (Roma, i857» J^^^)- ^^ Circolo ringrazia. 

Ammiasioiie di nuovi soci. — Dictro votazioni a schede scgrete, i signori : 
prof. Alexander Macfarlane (Ithaca, New-York, U. S. A.), proposto nella 
precedente adunanza dai soci Guccia e Gerbaldi, e prof. Gregorio Ricci 
(Padova)t proposto nella precedente adunanza dairUfficio di Presidenza, sono eletti 
soci non residenti; ed il sig. dott. Ezio Crescini (Palermo), proposto nella 
precedente adunanza dai soci Certo c Cantone, k eletto socio residente, 

Memorie e Gomunicazioiii. 

GARIBALDI: Intorno alV annullarsi di un invariants 

PENNACCHIETTI : SulV equilibrio delle superficie flessibili ed inestendibili. 

MACCAFERRI : Su di un teorema fondamentale rehUivo agli elementi comuni 
di due coniche in un piano. 

ADUNANZA DEL 13 GENNAJO 1895. (Presidenza F. Caldarera). 

Gorrispondenza. — C^n lettera del 27 dicembre 1894, il dott. Carlo 
Bigiavi si dimette da socio del Circolo. 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazioni a schede segrete: il Mar- 
chcse Gabriele Terzi (Bergamo), proposto nella preccJento adunanza dai 
soci Torelli e Guccia, ^ eletto socio non residente, cd il sig. Michelc Dc 



F r > n c h i t (PitcniKi), propono nella precedcntc aduBMua dti toci Gnni 
Gerbaldi, t elclto locio rtUdimlr. 

PENNACCHIETT(: SuWiiaigraxicac idr*tin*ii<m' di Pottttm. 
BORTOLOTTl (Sig.« Eninu): SMi fraxiemt etmlinitt alg*brifbt firMA. 
' VlVANTI: FrtlimiMari fir lo itadio JdU fumjiimi di dat v*Hf"" 

A.DUNANZA DEL ij GENNAJO 1895. (PiesWetua F. C»ld 

Aflkri iuLainL — Espoiliione ed approvAiione del Conio cooutuno d^ 
I'Mcr;:l/lo lonj, reio da! Toiotiere, e del BiUncio di prcvijione pel 189s. 

AminiasuMie di nnovi soci. — S. E. il Gtnerale L. F. M:oi 
nur^hcse dt Vil Uan, t cletio, per acdamuioae, socio ito» niidftt. 

Hemorie e ConuuiicaxuNii. 

MRNABitEA : Vni ptpaa di iUria verj iiJ Tra/oro ddlt jttfi UiUvkt- 
ntecbia 1 MoJaiui. (Per desidcrio npreMO dtH'AutDre qaetta 
cooservaio negli Archivl delli Society). 



ADUNANZA DEL lO FEBBRAJO iSqj. (PreiUciua F. Ciidari 

Gorrispondensa. — II Psi^iotNTG Ht f. ui«c anuniio del's mone W^ 
gnat T.-j. S I i e 1 1 ) t *. professorc di CaIcoIo differeniiili: eJ integrale nellih* 
cotii di S^icnic di Tolou, avTcnoii in Tnlmi II )t diccin)»re 1894. — S, £■ 
Geocrali; Menibrea, onrchwe di Vil Dora, riiigraiia per la wia ■*»!«!» 
a socio del Orcoto. 

Hemorie e ComanieaKuiBi. 

BEHZOLARi: Snllr tteinii mulH/ih di una f«rva algfhrirt drih .^»<W 
od .1 (iiaWrii dimtviioni. 

MURER : I diviiori dt, numtri dflla forma n" — i. 

ADUNANZA DEL 14 FEBBRAJO 1895. (Pfe«id:n«a G. B. Gocci»|. 

AmniiBaioiie di nnovi soci. — Dietro voiaiime a «<hcde segfvlci ■< da 
Tullio Levi Civita (Padova), proposio nella prced<;ni<; adiinanM dil 
Pinchcrli: V Guccii, t eletto soeie iwn residinle. 



ADLNANZA DEL 10 MARZO 189;. (Presidetua F. Gerbaldi). 

Ammissione di nuori aoci.^Dieito vouiioni a sckii^e segrine, 1 
GiovJiiiiL Di Pi r ro (Roma), propoilo nella ptecsd^iiti; aJutiiiHi ' 
Cerruti e Gucda, I'inR. Angelo Neppi Modona (Girgenii), | 
nellA prcc:JeiiI; ^iJiinjriia dai sowi Gerbildi e Guccii, sonoirlettt )orf wai 

Hemorie e Comunicaziom. 

DI PIRKO; Siilh Irutforma^loni dellt tqua\i«ni ddla Dinamien, 

GARIBALDI: Ua piccolo eonlribato alJa tecria degli aggrtgali. 
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ADUNANZA DEL 24 MARZO 1895. (Presidenza F. Cald a rer a). 
Affiffi intemi. 



ADUNANZA DEL 14 APRILE 1895. (Presidenza F. Gerbaldi). 
Memorie e Gomunicaziom. 

ASCIONE: .Jm di un teorema di Geometria proietUva. [Vedi p. 208]. 



ADUNANZA DEL 28. APRILE 1895. (Presidenza G. B. Gucci a). 
Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazioni a schcde segrete, i signori : 
. Gerolamo Cordone (Genova), proposto nella precedente adunanza dai 
Loria e Garibaldi, ed il sig. dott. Paolo Painlevi (Parigi), proposto 
a precedente adunanza dai soci Humbert e Guccia, sono eletti soci non resident, 
Memorie e Gomunicazioiii. 
VIVANTI : Sulla irraiionalild icosuedrica. 



ADUNANZA DEL 12 MAGGIO 189s. (Presidenza F. C a Id a re r a). 
IScmorie e Gomunicasdoni. 

CORDONE : Sulla congrueni^a general e di 4^ grade secondo un modulo primo. 



ADUNANZA DEL 26 MAGGIO 189$. (Presidenza G. B. Guccia). 
CORDONE : Sulla congruen^a generale di 4^ grado secondo un modulo primo, 
Dtinuaz. e fme). 



ADUNANZA DEL 9 GIUGNO 1895. (Presidenza F. Gerbaldi). 
AflBui intemi. 



ADUNANZA DEL 23 GIUGNO 1895. (Presidenza G. B. Guccia). 
Blemorie e Gomunicasdoni. 

PICARD : Sur la thhrte des groupes et des surfaces algibriques. 



ADUNANZA DEL 14 LUGLIO 1895. (Presidenza G. B. Guccia). 
Blemorie e Gomunicazioni. 

DICKSON : A Quadratic Cremona Transformation Defined by a Conic. 
ASCIONE: Errata-Corrige alle Osservazioni : « 5"^ di un teoremi di Geome- 

proiettiva » (questi Rendiconti, t. IX, pag. 20S). A linee 34, 35 invece di 

poichh il grnppo URMM^ ^ prospettivo al gruppo ( UA, r, 5, j, )» leggasi : 

poichi il gruppo URMM^ i prospettivo al gruppo di punti secondo cui SS, seca 

gruppo ( UAt r, j, s^ ) ». (iuesta correzione fc gii comparsa nella seconda 

ione delle Le^ioni di Geometria proiettiva del prof. Achille Sannia, 

•oli, B. Pellerano, 1895. 

ALAGNA: Le relaiioni irredultihili fra gVinvarianti di una forma qualunque 
lavo ordine, 

o. B. a. 



372 Bsnxm lui veu&u. 



ERRATA CORRIGE. 

A pigiai }(X) Je! L VII, dopo la linea 14 aggiungasi : 

AnuniflBiooe di aocm wocL — Dietro votazione a scheJe segrete, i! dottore 

Giaseppe Laoricella (Girgeoti), proposto nella prccedentc aJunaoza dii 

sod Volterra e Gaocia, t elccto sacic mam rendtmti. 



Ttmo IX (1895)— Parte I': KMOBIE E COMJNICAZIONI. 
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i, C. (Gawra). 

1 piccolo contribata alli trorii degU fgngai x^icn 

. P. (Pilenno). 

Salic fanroltniaai di tpocte qDilDo^uc , ii7>itt 

QttOCiB. G. B. (PftloTBo). 

Ricercbe sui ustemi lincafi di curve algcbrictie pinne, dotaii di 

slagnlxriU onliairie. (MemoiU II') i-6i 

* Soi viocoti etisteati fra i punti Ji coaiaito dellc tuigcnti coa- 
iou* 4x an punio a t curve algcbfiche pjine jbi-ib^ 

SuT In coorbei hypcrelltptiquei poruai da corresponJinces uni- 

voquei fiS-j' 

KohD. G. (Win). 

E in i t i o Wtft. (Dai Ui>nattbtJU fir Mddtwnjfa't uoi P*ri>i — 

Tr»duiione di F. Gerbaldi) iSo-iei 

liBCCabrri, E. (Bologna). 

Su di un leorcmi fondimenulc rcUiivo igti ctemenii comuni di 

due cooiche in un piano . 96-11); 

Voore, E. H. (Chicago). 

Concerning iriple SyMcms ^ 

Pena«ochietU, G. (Catania). 

SullVi^uilibria dctle superiicie tl:siib)ti c fneiundibili It^J 

Plcard, £m. (Parit). 

A pcopos ie quetqucs K-centi itAvaux mathiinatiqiies. (U>lla Ktvtn 

ginJrat* 4ts seitncti parti tt applifnin) 1 

Sue la thiorie dM surfaces algfbriquu. (DalU Rtvat ginimie Jts 

scititcts piirti tt afpliquiti) tS9-l 

Sur U thiorie do groupes et des surracn algibriqnei. , 
Wlfwiti, G. (Pavia). 

Prclimiaari pet lo studio detle funtioni di due variabili . 
Sulla imtionalitt icoiaednca 
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— Sopra gli integrali det'e equationi della iiotropia dasiica. Nuova Citnento, 
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v. XIX, pp. 449-491 (1876)], 

Bl2b. (fidi 0° liJI). 

till. cag. 

BELLAVITIS (Giusio). Sul calcolo ippTo»itnato degli iniegrali d'ofcline 9upc- 
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MINICH (SeraTino). Sulb esptutione ddriaicgnle coinpleio d'ognf 1 

t vtriabili per nietio degli iniegtali panicolari delta s 



*% ». m, 



liooe £o1 secondo membro ridotto : 
(iBSS)]- 



Kxa. [if. /. *'., V. V. pp. 4|.i»i 
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trajettorie deicritte ii\ punti di 
c. IV, pp. 991-1001 (1858-59)]. 

IS77- Hlo. 
MINICH (Serarino Rafiaete). Alcuiie cooiideradoni lul moto progretslvo e rota- 
torio dei solidi liberi. [A. I. V., s. I, I. HI, pp. J2i-34t (1844)1. 

1578. Hlc. 
MINICH (SeratliK RafTi-Ie). Sui raggi oiculaiori detle curve deicritte da varii 
punti d'un litiirma iavanabilc, che si muOTC con moto eoatinao Intorno 
ad un paolo fiMO: [A. I. K., a. m, L V, pp. t8)-[95 (iSfy^)]. 

1579- Rlc. 
BELLAVITIS (Giinto). Cspomiooe d) nna ladle counitione gcomelrica Mia 
satiuione del probtemi di detcrminife i pa'>i del circoU oacalaiDri delle curve 
d«tcritte dai pood di uiu aim cIm li noofc laiMno al proprlo cmtte. 
[A. !. r.. ». III. t V. pp. ,9J-,,6 (i«(9^)l. 

1 580. R 1 c. 
BELLAVITIS (Giuso). Sol nD*iaieBto kuMaam faMOrM ad lu paiii«. \A. L V^ 
s. Ill, t. V, pp. si9-S»4 <"«i9-6o)]. 
Rtnd. Cin. Maltm^ i. IX, pane 2*. — Sta ny ato il j p9gno ti^y ) 



I 



L 



1 8 UFEBTOUO BIBUOCUFICOl 

tjSi. Rle. 

TURAZZA (DomcnUo). Incorao aJ un nuovo teoreiiu reUtivo »1U routiotteM.' 
an siMem« tigido id ua ajji;. [vf. /. ^^.p i. Ill, i. X, pp. H«)}-i««( 
(i864-6s>|. 

t;8i. Rio. 

TURAZZA (Domeako). Di alcuue proptieti dcgli mi di rouxioac [^. /. 1^ 
1. VI, L VII, pp. U1I-I3)) (1888-89)]. 

IS8). R4l 

CONTI (CUrlo). Considerizioai sulle fane e sui momeDii. [^. A f., s. t, t. HI 
pp. 11-41 (1844)), 
i}84. R4a. 
TURAZZA (Domenico). Dei siileml di Tom; formaii con doe (one *o!a 
qujii sons cquipollenii ad un tinemi quAlunque di foree agentt sovn 
invariabilmente congiumi fri loro. [M. I. V., v. XV, pp. 461-4S1 (1870)^ 

is8s. R4a. 
TURAZZA (Domenieo). Dei ^iftemi di reitc coniugaie, coil che luago le sc 
%\ poui fM agire un sisiemi di iauA e.iuipollenie ad un siatema qmlon 
di fone due. \iL I. V., v. XVIII, pp. 467-481 (1874)]. 

1S86. R4a. 
PADOVA (Emc«o). Inlorno agli Msi staiici nei iistemi di fonna invariabile. 
\A. I. K. i. VI, L 1. ppw ia4J-iJS0 (1881-8J)]. 

IS87- R4*. 
D'EMILIO (Raf&ello). GU aHoidJ nelli JUtici e nella Cinemnioi. [A. I. F.. j. H. 
I. HI. pp. ii)i.iiS4 (i8«4-8s)l- 

IS88. R41>. 
FAVARO (Aaionio). Sulla teoria dei poligoni fuaicolari secondo Laroi eClt- 
peyron nei suo: rapponi coi metodi d;lb lUiica gralica. [A. I. F., t. V, 
(.III, pp. IJ19-IJ44 (1876-77)]- 

M89. R4a 
TURAZZA (Oomenico). Introduiione ad un Cono di Staiica dd jisienii viri*- 
bill. [,*. /. y., s. VI, L VI, pp. 70i-7aj (1887.88)]. 

i!90. R4d. 
FAVARO (Antonio). Sopra alcuni eserciiil di staiica grartcft proposti dal piofa- 
sore H. Zeuthea. [^. /. V., s. V, t. V, pp. 719-748 (1878-79)]. 

159'- R7g«. 

ARCARI (Giovanni). Tcoria del pcndolo di F o u c 1 u 1 1. [W. f. V.. %. Ill, t VU, 
pp. 8lo4aa (1861-63)]. 



It ISTITUTO VEH8TO. 



IS9i. 



as. 



[A.l. K, s. VI,t.I,pp.9ij-9i7 



CONTI (Carlo). Soluzioni di alcuni pcoblemi relativi il moviioento dei < 
sottoposti a forza centrifuga. [U. J. V., v. I, pp. 187-114 (1843)]. 

IS9J- R8. 

PADOVA (Ernesto). Un teorema 
(1 381-8 J)]. 

1J94. R 8 a. 
TURAZZA (Domenico). Di ilcune ptoprietl relative igli assi di roiaiiooe di un 
sistemi rigido, [W. /. C., v. XI, pp. 38}-404 (1863)]. 

i;9;. R8a. 
TURAZZA (DoRienico). lotorno ag!i asii priucipali ed agli assi peTniaaenti in 
un sisteniA cigido qualunque. \M. J, V., v. XII, pp. 411-446 (1S64)]. 

1 J96. R 8 o. 
LORENZONE (Giuseppe). Sulla deviizloae dal piede delta verticale di ua grave 
liberamcDte caduio dalla superficie delta terra lul fondo di una cava. [A. 1, V., 
J. VI, t. VII, pp. 7S9-784 (1888-89)]. 

I ;97. R 8 o n. 

TURAZZA (Domenico). Del moio di un corpo rolondo pesante fisso ad un puoto 

del suo asse di (iguta , oppure giacente sopra un piano. [M. I. K, v. XI, 

PP- 7S-9>. J7S-J83 (i86j)1. 
1 598. R 8 d. 
CAPPELLETTO (Antonio Alippo). Del pendoto conico. [U. 1. V., v. XVII, 

PP- SiS-ia? (1871)]- 
ii99. RBd. 
LORENZONl (Giuseppe). Sulla cquazione difTerenziale del tuoto di un peudolo 

fitico , il cui asse di sospensione muovesi rimacendo parallelo a si iteuo. 

\_A. 1. v., s. VI, t. V, pp. 3JI-37S (1886-87)]. 

R8e. {Vtdi W 1619). 

1600. R8f(x. 

PADOVA (Ernesto). Sugli integral! comuni a piii problemi di dinaroica. {A. }. V., 
1. VI, t. I, pp. looj-ioio (1881-83)]. 

1601. R8i 

ARCARI (Giovanni). Teoria del pendolodi Foucault. [A. 1.1^., s. Ill, I. VII, 
pp. 8io-8]i (i86i-6z)]. 

1602. R 9 a. 

BELLA VITIS (Giu^to). Akune consiJerazioni sugli cfTeiii dell'ltttiio e sul modo 
i cakolarli. [if. I. y., v. IV. pp. 113-141 (i8)i)]. 




i<Bi.m»4. 

BKB (Tinifa ■ gifcrfQ TaHm> fwcfak nucur a iMt gU iograuKi taM 

1604. SSA 
TVtAZZA (Dovnko). DeircOBMs M UqpUi '»> «») 4i rivoluafooe. \M. L F, 
r.U.ff. Ji-ijo (i»4j>J. 

160s. sad. 

■ELLAVmS (Gmmo). Sol wwini— 4i u Ufi>4o cbc daceadc io nttAarn- 
)to (i»4i>]. 

TVRAZZA (DaM Mt M > . OMtUoafOBi iaMtno aknj obWuH moaai fttle sob- 
noni de* proUeni rUnnlka. [A /. F., 1. t, L OI, pp. ^S-jte {iSu))- 

1607. BSh. 

TintAZZA (Powrtfco). Moon rlwrriinirioBi Mk «o»uati iclstiw klU n- 
siMcaM J^Mtaka ad Mcr h w eiW O MTm^M pe* hngU tubi di caodoRi eptt 
gU ■lie. [M. L r., ». ra. pp. 7i-io8 (i&47)|. "" 

1608. sab. 

BERKAROI (Enrico). So|)niiacarioiopK>fcUa)adiiitrodiiuinica prUlcA. [^£ 
fc V[. I. VI. ppt t509->14« (iM7«)> 

1609. SSbK. 
TURAZZA (DoBMnics). Inianio tUe Icggi del nMo dcll'acqoa aei caoall tad 

fiaml con applkuione ■ wii can delU pratka. [il. /. K., v. VI. pp. aSj-jM 
(i»S6)J. 

1610. sab«. 

TURAZZA (Dontnico). latonio atU teoria del moto pernunenie ilcH'scqua aei 
id fiumi. coo alcmw apptkaxiooi pratkbe alia ttitna delle porUK 



I 



caiuli e 



e dd tigurgiti. [iS. I. *'.. v. X, pp. J81-4U (l«6i)l- 

1611. SSbs. 

TURAZZA (Domenico). Delle fonaole dl B a i i n e dellc eqaukii 

ptnuancnw (teII*acqBa negli alvd tminnli od arteCuti. [V. /. F., t. XVII. 
pp. 171-188 (1873)]. 

i6ia. SSba. 
TURAZZA (DotncBkaX Di ana nuova fotnula propoUA dal B a a i n alio tcopo 
di tappreienurc la 1egg« con cui varia la velocitl di una cotrcnte lango uaa 
steisa Tcnicale. \A. I. K, s. V, t. 11, pp. jOi-jo8 (i87i-76)J, 

161). 83bgi. 
BUCCKIA (Gustavo). Sul movimenie della muca negli etnviu \A.l. V^ 
I. II, pp. IOJJ.1046 (1875-76)]. 



I 





a)laicrniodinamica.[A'./-''-. 
meccaoico del calore. [M. I. f.. 



a. urnvro vembto. ii 

1614. S 3 b a. 

TURAZZA (Domenico). Delle formole pi^ ;ippropriale pel calcolo d^g'S icoli 
dell<: bum pisnure c del modo it valuurne \x ponau nussimo. [U. 1. K., 
V. XXI, pp. 189-119 (J879)]. 

161;. S4. 

TURAZZA (Domenico). Teocia dinamka del «lorico. (Af. /. ^., ». VIII, pp. [-86 
(1859)]. 

1616. S4. 

PAZiENTI (Aniooio). Inioroo ad aUune dedmioni termodinamkhe. [M. 1. V^ 
V. XVm, pp. 16,-169 (1874)]. 

1617. S4a. 

TURAZZA (Donienico). IntoiDO alU ipoicsi della nieUniorfosi delle poteoie nar 
turali e delU coaservaiiooe deUe fotic {U. I. V., v. IX. pp. 13-40(1860)]. 

1618. S4a. 

PAZIENTI (Aolonio). Consideraxioni generali iai 
Y. XVI. pp. 9.10 (18701. 

1619. S4a. 

PAZIENTI (Anionio). lotorno all'eqi 
V. XIX. pp. 111-116 (1S76)]. 

1610. S4a, 

PAZIENTI (Aatanio). Considerazioai generali incorno alia Tensodinarnica. [li. I, V,, 
V. XX, pp. 349-256 (1876)]. 

1611. S4b. 

TURAZZA (Damenico). Oi alcuai ptoblemi spetUDii alia leorU dbamiu del 
calorlco. \U. 1. V., v. X, pp. 335-380 (1861)]. 

t632. S4ba. 

PAZIENTI (Antonio). Consid<:taiionigenetaliiniornoallaiern-.odinanii«.[W. /.»'., 
V. XXI, pp. 6sj^sj U879)]- 

1623. S4bp. 

CONTI (Carlo). Intorno al calcolo delta azione dlaanilca del vtpore nelU Loco- 
motiva ivuto riguardo alle circosiaMC dell« ptecessiOM. [M. /. K, ». IV, 
pp. 133-200 (i8sa)). 

1624. S4b^. 

TURAZZA (Domenko). Iniomo alia leoria delta r»3«hine a vapore. [M. /. V., 
V. VII, pp, 169-207 (1857)). 

1625. T 2 a^ 

TURAZZA (Domenico).Equilibrlodiun'asIAparatle)epipedartitiBgoIare.[«. /. V., 
V . XVIII. pp. 219-252 (1874)]. 



M KEPBKToaio Bnuoou.naa. 

i6i&T3a. 

SANTINI (Giovanni)- Coiuidcruiooi iotomo ml calcolo degli ocntari peioatb 
chilli Miroaomici dirciie a ditmiggere k aboraxioni secoodarie £ rifo^ 
gibilttl c di sfericitl da e»i dipeadentt. [M. I. f., «. I. pp. j-fS (184])). 

1617. T 8 a. 
BATTELLI (Angelo). Sulla propaguione della luce in 

[A. I. F., s. VI, t. II, pp. 1081.109s (1885.84)1. 

1618. T 6, T7a. 
RICCI (Gtegotio). Sulla fumione poteniiale di cooduttori di correati , 

cosUQit. [J. I. F., t. V, T. VIU, pp. iO3S-t048 (1881-83)]. 

1639. D, RSe. 
LORENZONI (Giuseppe). Diiiiostraiiooe dell« formoledi prcccuione e 
[A. J. y.. s. VI. t. Ill, pp. ioii-1091 (1884-85)]. 

O (f«rf.n' IS14. iS!7)- 

■ 6)0. DlOa. 

CONTI (Carlo). Un (acile criieno c qualcbc Mmplice rcgola per procedcn «■ 

esaiieua iiella livelUiione lopognfica. {M. I. V., v. II, pp. i}i-i69 0841)}^ 

i6)t. UlOa. 

SANTINI (Giovanni). Delle recenii ricerche iniorno alta ven figuta detUunt 
dedona dalle principal) raiiure CKguite nella diredone dei suoi nxridiul. 
[M. /. v., V. XI, pp. 119-167 (i86a)l. 

t6]2. UIOb. 

SANTINI (Giovanni). Relazione intomo alte actrationi loiali ritulianli ne'coa- 
toroi di Mosca dietro il confrontodellepositioni geoduiche colic osserratioiii 
utioQomiche isiituiii: in divcrti punii di (juet circcndario. [3d. 1. F., v. Xlli 
PP- 77-99 ("864)]. 
.6jj. VL 
BELLAVITIS (Giuito), Considctaciooi sulU matemilica pun. [U. 1. r„v.XIV, 
pp. i-i4 l.iB68>; V. XV. pp. 175-433 (1870); v. XVII, pp. iS^ajj (l87>)J. 

.6}4.Vla. 
BELLAVITIS (Giuiio). Proposia di un repertoiio geuerale di pubblicaiioni 
lenuticbe. [A. 1. K., s. Ill, i. VI. pp. 6is-6}o (1860-61)]. 

V2. (f<rfi n" ISOJ). 

t6}s- V7, K14b. 
MINICH (Serjiiao RalTaeIc). Sopra un t<;orei)ia della geometria dti lolidi ouerr 
} dal Carlcsio e sopra aliri teoretni corKememl i poliedrL [jt. I. V., 
s. Ill, t. V. pp. 919.965 (1859-60)], 




R. ISnTUTO VBKETO. 2^ 

1636. V 7. 

FAVARO (Antonio). Miscellanea Galileiana inedita. [M. I. F., v. XXII, pp. 701- 
103s (1887)]. 

1637. V 9. 

FAVARO (Antonio). Intorno ad una lettera di C. F. G a u s s ad E. G. M. O l- 
b c r s, pubblicata da D. B. B o n c o m p a g n i. [A. I. V,^ s. VI, t. Ill, pp. 53*62 
(1884-8S)]. 

1638. X 4 a. 

FAVARO (Antonio). Suite prime operazioni del Calcolo grafico. \A.I, ^., s. IV, 
t. I, pp. 1391-1463 (1871-72)]. 

1639. X4a, J2g. 

FAVARO (Antonio). Intorno alia soluzione grafica di alcuni problemi pratici 
dipendenti dalla teoria delle probability. [A. I, T., s^ V, t. Ill, pp. 1023- 
X034 (1886-77)]. 

1640. X6. 

FAVARO (Antonio). Intorno ad uno strumento ordinato a calcolare i risultati 
d*osservazione ottenuti mediante apparecchi autografid. [A, I. K., s. V, t 11, 
pp. 559-566 (1875-76)]. 

1641. X8. 

FAVARO (Antonio). Sulla elica calcolatoria di Fuller con cenni storici sopra 
g4 strumenti calcolatori a divisione logaritmica. [A, 1, V,^ s. V,, t. V, 
pp. 495-5^0 (1878-79)]. 



ERRATA — CORRIGE. 

Ai ai 1459 e 1460 leggasi T 7 a invece di U 7 a. 




t64i. a: 

V1£TE (Fr«ip3i»). Introdaciion i Tiit anilyiique pir F r a n ^ o i s V i 4 le. Tri- 
duit pat M. F. Ritter. [B. Bon., I. I, pp. iij-ay; (i86Sj]. 

1 64 J. A-. 

CHUQ.UET (Nicolas). La THp^rlj n It $cttKtt Ju n<m^r*s: par MaistK Ki* 
colas Chui^uei Parisiea, d'aprts le nunuscrit Fends fraof^U n" i nb it 
la Biblioihtque natioaale de Pans. [fi. Son., l XIII, pp. 59J-6J9, 69J-Sr4 
(l8«o>. c. X.IV. pp. 413-416 (i8$i)]. 

1644. A'. 

CHUQ,U£T (NicoUi). Probliinei niim^Hques faisant suite et servant d'applicuioa 
au Tiipiny en la science ilcs □ombres dc Nicolas Chuquci Pariska. 
Edraii de Ic seconde pariie du ms. a" 1)46 du Fond fraitfixit de la BiblJo- 
Ihfeque naUaaale. [B. Bon., 1. XIV, pp. 417-460 (i38i)j. 

1645. A*, K-. 

Traiii d'algoriime (Mjniiscrit de U Bil>lioih^ue Sainte Genevitve c&tt ■ R 1 17 • 

feuilleis iso-isi). [B. Bon., i. XV, pp. sj-jj (1881)]. 
Traiti de gdomtirie (mtmc minujcrir . feuiliew 151-163). [fl. Bon., t XV, 

pp. iS-70 (i88j)1. 

1646. A 1; Kl, 17 a, 13 c. 14 c, 16 b, 16 g; L' ] a; Rab; V. 

MAUROUCO (F,). Sccitti inediti. [B. Bon., i. IX, pp. a3-i»i C'^S?)]- 




BULLETtmO DI BIBLIOORAFIA, ETC. ^5 

Gib. (F'edi oS 1798, 1799, »^oo> i8ox). 
D2b. (Fedi n' 17341 1810). 
P4a. (Vedi w 1823, 1867). 
G 1 a (Fedi n^ 1867). 
G 2 b Qc. {Fedi n° 1867). 

1647. HI. 

CONDORCET (J. A, N., marquis de). Des m^thodes d'approxiraation pour les 
equations diff^rentielles lorsqu' on connait une premiere valeur approch^e. 
M^nioire in^dit. (Biblioth^ue de Tlnsiiiut de France, Portefcuille M. $7**, 
in folio). [B. Bon,, t. XVI, pp. 292-324 (1883)]. 

1648. II. 

ADELARDO Dl BATH, Regulae Abaci. [B. Bon., t. XIV, pp. 91-134 (1881)]. 

1649. 1 ^' 

Due trattati inediti d*Abaco. [B, Bon,, t. XV, pp. i35-i62 (1882)]. 

1650. II. 

CAPELLI (Marziano). Brano dtWAriimetica diMarziano Capelli. (Co- 
dice de'Ia Biblioteca Vaticana contrassognato Reglna Sv$eorum n° 1762, 
car. 213, verso, lin. 5-21, car. 214-217). [B. Bon., t. XV, pp. 566-571 
(1882)]. 

1651. II. 

Conicnto di R c ni i g i o d*A u x e r r c ^\V Aritmetica di Marziano Capelli 
(Codice della Biblioteca Vaticana contrassognato Regina Svecorum, a° 1970, 
car. 15, verso, lin. 32-37, car. 16-19, car. 20, rectoVm, x-4). [B, Bon.^i. XV, 
PP- S72-580 (1882)]. 

1652. II, I 23 a. 

GUNTHER (Sigismondo). Paragone di due metodi per la determiaastone appros- 
simata di quantity irrazionali. Traduzione dal tedesco del Dr. Alfonso 
S p a r a g n a. [B. Bon., t. VII, pp. 590-596 (1874)]. 

II. {Vedi n» 1673, 1745, 1748). 

1653. 12. 

LUC.\S (E.). Sur un thior^me de Tarithm^tique indienne. [5. Bon,^ t. IX, pp. 157- 
164 (1876)]. 

1654. I 2. 

BONCOMPAGNI (BalJassarre). Soluzione della « Question 391 » della «Nouvelle 
corrcspondance math^matique ». \B. Bon., t. XI, pp. 487 (1878)]. 
Rend. Circ. Mat^m., t. IX, parte 2\ — Stampato il 24 giu^o 1895. 4 



a6 KBPBRTORIO BIBUOORAPIOO. 

12. {VM n^ 1702, 1719, 1734). 
I 3. (Vidi n« 1734). 
14. iVtdin^ 191 1). 
I4ap (fVii no. 1863). 

1655. 1 4a p. 

GENOCCHI ( Angelo). Sur la loi de r^iprocit^ de Legendre itendue aox nom* 
bres non premiers. (Extrait d*une lettreadresste k M. Hermlte. [B. Bam^ 
t. XVIII, pp. 335.237 (i88s)]. 

1656. 14 a p. 

GENOCCHI (Angelo). Sur quelques thtor^mes qui peuvent cooduire 4 la loi de 
reciprocity de Legendre. [B. Bon,^ t. XVIII, pp. 338-243 (1885)]. 

i6$7. I6d. 
GENOCCHI (Angelo). Teoremi di Sofia Germain intomo ai residoi biqaa- 
dratici. [B. Bon., t. XVI, p. 248-251 (1883)]. 

1658. I 7 c, I 7 d. 

GENOCCHI (Angelo). Ancora un cenno dci residui cubici e biquadratic!. [B, Bom., 
t. XVIII, pp. 231-234 (1885)]. 

1659. 1 13. . 

GENCXICHI (Angelo). Alcune asserzioni di Gauss circa le forme quadratiche 
YYdznZZ, [B. Bon., i, XVII, pp. 245-247 (1884)]. 

1660. 1 19 c. 

GEN(XX:HI (Angelo). Brano di lettera diretta a D. B. Boncompagai. 
[B. Bon., t. XVI, pp. 211-212 (1883)]. 

1661. 1 19 c. 

REALIS (Savarino). Sopra un*equazione iadeterminata. [B. Bon,, t. XVI, pp. 21 5- 
214 (1883)]. 

I19a (fWi n« 1734). 

123 a. {Vidi viS 1652, 1701, 1749). 

1662. K. 

Extraits du Traits de Giom^trie de Claude Mydorge. (Manuscrit Fonis 
franfaisn n® 656 de la Bibliothfcque Naiionale de Paris). [B. Bon., L XIV, 
pp. ^79-3 50 (i88x)l. 

K: {Vedi n* 1645, ly^O- 
JCl. (^^1 no 1646). 



BULLETTIKO DI BlStlOGRAFlA, ETC. iy 

1663. K 3 b, K 10 c, K 21 c. 

ZECCHINI LEONELLI (Giuseppe). Scrilti inediii. [B. Bon., t XVIII, pp. 661-671 
(1885)]. 

K 3 c. (fVJi qo 1706). 

K 7. {VM no 1674). 
KlOc. {ytii viS 1663, 179$). 

1664. KUe. 

Catalogo di lavori relativi al problema di Malfatti. \B, Bon,, t. IX, pp. 388- 
392 (1876)]. 

K13c, K14c, K15b, KlGg, K17 a (Feit no 1646). 

K 21 a (Fedi no 1663). 
L. (Fsdi no 1674). 
L' I a. (Fedi n^ 1646). 
R 2 b. (Vedi qo 1675). 
R 6 b. (Fedi n^ 1676). 

» 

R7a {Fedi n. 1861). 
SI a. iVedi n^ 1831). 

1665. T. 

MAGGI (Pietro). Intorno ai principii di meccanica molecolare del Dottore A m- 
brogio Fusinieri[B. Bon,, t. XII, pp. 847-863 (1879)]. 

T 2 a. (Fedi n^ 1677). 

x666. U. 
BARTOLOMEO DA PARMA. Tractatus sphsrae. ParU prima e seconda. (Bi*- 
blioteca Vittorio Hroanuele , Codice « Santa Croce » n^ 228, carte 47-83). 
[B. BotL, t. XVII, pp. 43-X20, 165-2x8 (1884)]. 

U. {Veil n» 1678, 1684, X685, 1686, 17x3, 1715, X716, 1718,1724, 
1742, 1746, 1764, 1808, i860, 1885, 1886, 191 3). ' 

1667. V. 

CATALAN (E.). Sur un article du Journal des Savants. [S. Bon., t. IV, pp. 127-134 

(187O]. 

1668. V. 

RICCARDI (Geminiano). Due scritti inediti. I. Siggio di alcune noterelle rela- 
tive alio scritto intitolato: « M^moire sur les travaux et les Merits de M. Le- 



M ftmnroKio feiBLiooltAndcK 

g e n d r e, membre dc Tlnstitut et 4n Bateau des Longifodes et do pnod* 
pales Acad6mies de TEurope » segnato in fine dalle inixiali «.F. M. 9,odt 
data di Ginevra 24 febbrajo 1S33 ed inserito nel giomale La bibUalk ifm wi^ 
virsilU (vedi il quaderno Janvier et F^vricr 183), XVIII Annfe, SckDOS 
et Arts, t. LII, pp. 45-82). II. Breve esame critico sopra un annunzio veliim 
ai lavort instituiti dalla R. Accadcmia delte ScicKize e Belle Lettered! Bn^ 
selles nelTadunanza del 1$ dicenibre 1859. Nota letta alia R. Accadembfi 
Scienze, Lettere ed Arti di Modena, nell'adunanza della Sexione di Sckoit 
del 50 Maggto 1849. [B, Bom,, t. VIII, pp. 36-50 (1875)]. 

1669. V. 

FAVARO (AntoQio). La storia dellc matematichc nella Universiti di Pidon. 
Lettera a D. B. Boncorapagni. [B, Bow., t. Xf, pp. 709-801 (1878)]. 

1670. V. 

NARDUCCI (E.). Notizie di libri relativi alle matematiche possedati dalla Bi- 
bliotcca Alessandrina c non citati dal Conte Giovanni Maria Mai- 
z u c h c 11 i nella parte stampata della sua opera « GU scrittori d* Italia ecc. 1. 
[B, Bom., t. XIII, p. 369-378 (1880)). 

1671. V. 

I precursor! inglesi del Newton. TraduzionedalTinglese del prof. Antonio 
Favaro. [B. Bon,, t. XIII, pp. 481-514 (1880)]. 

1672. V. 

BONCOMPAGNI. (Baldassarre). Intorno a due quesiti proposti nella raccolu in- 
titolata aGiornaledegli eruditi c curiosi, Anno I, v. If, mag^o*ottobre 1883 ». 
[B. BoH„ t. XVI, p. 673.686 (1883)]. 

1673. V. (II). 

STIATTESI (Andrea). SulParitmetica. Dissertasione storico-crittca. [B, Bom,, u MI, 
p. 389-408 (1870)]. 

1674. V, (K7, L). 

HANKEL (Ennanno). Prospetto storico dcUo sviluppo della geometiia modema. 
Scritto postumo. Traduzione dal tedesco del Dr. Alfonso Sparagna. 
[B. Bon,, t. IX, pp. 267-289 (1876)]. 

1675. V, (R2b). 

PIANI (Donicnico). Intorno al centro di gravity. Notizie storico-critiche. [B, Bam^ 
t. I, pp. 41-42 (1868)]. 

1676. V, (R6b). 

MAYER (Adolfo). Storia del prtncipio della minima azione. Prelezione accademica. 
Traduzione dal tedesco deiPing. G. B. Biadego. [B, Bom,,x. XI, pp. 155- 
166 (1878)]. 
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3* 1677. V, (T 2 a). 

=: ClPOLLETTl (Donienico). Intorno ad alcune definizioni della forza di rcsistenta 
dei corpi solidi corrispondenti ai due iiKtodi analitico e sintetico coi quali 
I. 6 stata studiata la teoria delTelasticit^. [B, Bon., t. I, pp. 43-50 (1868)]. 

' ■ 1678. V, (U). 

S£DILL0T. (L. Am.). Sur quelques poiats de rastronomie ancienne et en parti- 
culier sur la precession des Equinoxes. Lettre de M. L. A m. S ^ d i tl o t ii 
^ D. B. B o n c m p a g n i. [5. Bon,, t. V, pp. 306-317 (1873)]. 

1679. V3, V4c, V6a, V 6. 

MARRE (Aristide). Mani^re de compter des anciens avec les doigts des mains, 
d'apr^s un petit po^me in^dit arabe de C h e m s-E ddin el Mossouli 
et le Tratado de mathematicas de Juan Perez de Moya, imprim^ 4 AI- 
cala de Henares en 157}. [B, Bon,, t. I, pp. 309-318 (1868)]. 

1680. V3a. 

MARTIN (Th, H). Sur un ouvrage faussement attribud 4Aristarque de 
S a m o s. Lettre de M. Th. H. Martin k B. Boncorapagni. [B, B&n,j 
t. Ill, pp. 299-302 (1870)]. 

1681. V3a. 

DUPUIS (J.). Note sur un passage g^om^iriquc de la Bipuhliqtie de P I a t o n. 
[B, Bon,, t. XIX, pp. 641-644 (1886)]. 

1682. V3a. 

DUPUIS (J.). Note sur un passage g^om^trique du Minon de PI at on. [B, Bon,^ 
t. XIX, pp. 645-650 (1886)]. 

1683. V3a. 

BALDI (Bernardino). Vita di Pitagora, tratta dairautografo ed annouta da 
Enrico Narducci. \B. Bon,, t. XX, pp. 197-308 (1887)]. 

1684. V3a, (U). 

MARTIN (Th. H.). Hypoth^e astronomique de Pythagore. [B, Bon,, t. V, 
pp. 99-126 (1872)]. 

1685. V 3 a, (U). 

MARTIN (Th. H.). Hypothfese astronomique de P h i I o 1 a u $. [B. Bon,, t. V, 
pp. 127.157 (1872)]. 

1686. V 3 a, (U). 

S^DILLOT (L. Km.). Sur Torigine de la semaine pUn6taire et de la spirale de 
Platon. [B, Bon., t. VI, pp. 239-248 (1873)]. 

1687. V 3 a, V3b, V5a, V 6 b. 

BALDI (Bernardino). Vite inedite di matematici italiani pubblicate da Enrico 
Narducci. {B. Bon, t. XIX pp. 335-406, 437-489, 521-640 (1886)]. 
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t68S. V 3 a, V 4 •, V 4 o, V 6 b, V 7. VS. T 9. 

HEKRY (C). Leiire il M. le prince D. B. Boncompagni sur Cnn fciaj 
J'hbloirc lies mithiniaiiques. [B. San., t. XX, pp. 189-4OJ <tS87>]. 

■ 689. V 3 «. V 6 b 
GUNTHER (SigiiiDontlo). Lo tviluppo siorico ddla teoria dei i 

nell'iDtichitik c ncl medio evo. Tnduiione dal tedesco del D. Alfoi 
Sparjgna. (fl. Ben. t. V[, pp. J13-J40 (1871)!. 

1690. T 3 b. 
FRIEDLEIN (Godorredu). De H e 

\ IV, pp. 9i-iii (1870]- 

1691. V3b. 
BONCOMPAGNI (Balduuirc). IntoniO alle ddiomoni di E r 

driao. [fi. Bon., t. IV, pp. iai-ia6 {1^11% 

|69». V3b. 

CANTOR (Mmriiio). E u c I I d c e i 
Mauriilo Cantor. Tiadui 
pp. 1-7) (1873)1, 

169]. V3b. 
FRIEDLEIN (Godofredo). Dc Hyp 
i»9 ("87J)1- 

■ 694. V 3 b. 
MARTIN (Til. H,). Sur IV^wique ei Tautcur du prttenduXV- Liwe dei I 

d'EucI ide. Utire i D. B. B n con- pa g d i. \B. Ox*., t. Vt|,^ 

166 (1874)]. 

169s- V3b, V4o, V6a. 
MARTIN (Th. H.). P i o 1 o ra * e. auteur 
miraius Eugenius Siculu. 

»t-ilkm6c>ic que Claude Piolo 
X. IV. pp. 466-469 (1871)]. 

1696. V3b. V4c. V6a. 

BONCOMPAGNI (Baldissarrc). Intorno ad uiw ttidu^ione biiiu dcll'Oitica dl 
Tolomco. [B. Boa., t. IV, pp. 47o-m (i«7i); ' VI. pp. 1*9-170 <iS7))J, 

1697. V3h, V4o, V6b, 

GUnTHER t'Sigisnioiido). Le origini ed i grjdi d! sviluppo dcT princlpio ddl 
coordinate. Traduzionc del icdcKO con note del Dr. Giovauni Gil 
bieri. [B. Bon, t. X, pp. )6}-406 (1S77)]. 



) secolo. Saggio siorico maictiuiico i 
di G. B. B i a d e g a \B. B<m., L « 



niaiheniatico. [B. Beit., x. VI, p. 4^ 
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1698. V 3 b, V 6. 

JACOLI (Ferdinando). Ititorno ad una edizione degli Elemeati di Eu elide. 
Lettere del Prof. lag. Ferdinando JacoliaB. Boncompagni. 
[B. Bon.y t. Ill, pp. 297-298 (1870)]. 

1699. V 3 b. V 8, V 9. 

ENHSTROM (G.). Notice bibliographique sur les traductions en suMois des iUmstUs 
(TEucHde. [B. Bon,, t. XVIIl, pp. 332-342 (1885)]. 

V3b. (Fedi n^ 1687). 

1700. V 3 a 

BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno al comento di Proclo sul prinao libro 
degli Elementi di Euclid e. [B. Bon., t. VII, pp. 152-16$ (1874)]. 

1701 V 3 c, V4a, V4c, V6b, VS. V7, V8, (I23a). 

G(/NTHER (Sigismondo). Storia dello sviluppo delta teoria delle frazioni conti- 
nue fino airE u 1 e r. Traduzione del D. Alfonso S p a r a g n a. [B. Bon,, 
t. VII, pp. 213-254 (1874)]. 

1702. V3c, V6, V9 (12). 
BONCOMPAGNI^Baldassarre). Intorno ad una propriety de* numeri dispari. [B.Bon,, 

t VIII, pp. 51-62 (1875)]. 

1703. V3d. V6a. 

FRIEDLEIN (G.). Annotationes ad historiam matheseos spectantes. I. Pauca de 
Johannis Pediasimi Geometria annotanda. II. Designis-f-ct — . III. De 
Viciorii Calculo. [B, Bon., t. Ill, pp. 303-306 (1870)]. 

1704. V4a. 

BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno alKoperadi A 1 b i r u n i sull'India.[B. Bon,, 
t. II, pp. iS3-?o6 (1869)]. 

1705. V4a. 

S^DILLOT (L. Am.). Grande ex^ution d*automne. Lettre i M. le D. Ferdi- 
nand Hoeferau sujet des sciences math^matiques des Indiens, et des 
origines du Sanscrit. [B. Bon,, t. VIII, pp. 457-468 (1875)]. 

X70S. V4a, (K3c). 
MARRE (A.). Thior^me du carr6 de l*hypot6nusc [B. Bon., t. XX, pp. 404-406 
(1887)]. 

V4a. (f^edi n^ 1688, 1701). 

1707. V4b. 
S^DILLOT (L. Am.). De Tastronomie et des math^matiques chez les Chinois. 
Lettre deM. L. Am. S^dillot k D. B. Boncompagni. [B, B<nu, 1. 1, 
pp. i6x-x66 (1868)]. 



»» 
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■-. t. V, pp. w^ 



170S. T4a 
S^ILLOT (L. Am.), tje rtcole d^ Bagiltd a dcs tntvaas sci< 
nbn. Letire d«M.L.Am. Stdillai h D. B. Bone 
I. I. pp. J17-I" (1868)1- 

1709. V4c. 
Storil ddle raawmaticlw prtsto gli Anbi del Dr. E r m a 1 
duKioae dil tedsco del sig. Filippo Ketler. [B. . 
(18701. 

171a V4c. 

Viie di nuiemaiici irabi tritte da an'opera inedita di Bernftrditio Bill 
Con note di M. S 1 e 1 1 c h n c i d e r. [B. Ban., U V, pp. 437-1)1 (18] 

1711. V4c 

BONCHON BRANDHLY (G,). Queiqucs remirqun lUt deux articles du A/T* 
(t. Vj imitulis ■ Siorii dcUc maieinaticht presso g)i AraM. del Ut 
manoo llankeli et ■ Vite di nuKmatid arabi ecc con 
M. Sic in Schneider-. [B. Bon., t. V!, p. 6j-68 (187])]. 

1713. V4c. 
MARRE (.V). Extrait du Xttdft di Jtfofrilr** d'A b u ' I Wsfa aI DfauO 

IHQS^ril d'apri) le nn. iqil du SuppHmint jfrjht J: ti Blb'iothtqoe mttonl 
it Paris, et iraduit pour la premiifc foil en fMn^tis. [B. Bon , t. VII, pp. 
>77 (l87J>l- 

I7M-V4C, (O). 
sfiDlLLOT (L. Am.). Sur Ici einpruow que n 
et en pariiculiet de U troiiiitne in^galitf I 
Wifl Je lUgd 
{187s)]. 

171 4. V4o. 

STEINSCHNEIDER (M.). R edifications de qutlques erreurs relatives aa nu 
mati;:iL-n unbe 1 bn Al-B.inna. [B. Bon., i. X, pp. )I)-JI4 (1877)^ 

1715. V 4 c, V4d, (U). 

STEINSCHNEIDER (M.). gtudes sur Z^rkali. asironome atabc du XI< sitcle, 
et se* ouvragos. [B. Bob., t. XIV, pp. 171-183 (1881); i. XVI, pp. 495-504 
(1883)! t. XVn. pp. 76i-794 C1884); t. XVIII, pp. J4J-j6o (i8«S)i t 
pp. i-}6, i7i-6o4 (1887)]. 

1716. V4c. V4d, (D). 
STEINSCHNEIDER (M.). Notice sur un ouvtagc asironomique iatdit d'lb 

hUitlwni. [B. Bon., I. XIV, pp. 7»"-740 C>88iJ. Supplimem L XVI, 
pp. joi-sii (1883)). 
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maire ou variation par Abo 
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1717. V4c, VBb, 

NARDUCCI (E.). Intorno ad una tradiiziooe Itiliana, faila ne! lecolo dKimo- 
qnarto, del trattaio d'ottica d'A 1 h a g e n> mateinatico del secolo undecimo, e 
ad altri lavori di questo scienmtti. [fl. Box., t. IV, pp. 1-48, i J7-" J9 ('S?')]- 

1718. V4c, V6, (U). 

SfiDILLOT (L. Am.). Sur la dfierminaiioo du la troisiime inegaliii luniire ou 
variation par Abul-Wifi ei Tycho Brah*. Lettre de M. L A m. S 4- 
dillot a D. B. Boncoiiipagni. [B. Bon., t. I, pp. Jl-iJ {1868)]. 

1719. V4c, V7. (12). 

BONCOMPAGNI (Baldassarr;). Intorno alia somnu dellc quarte potenie dei nu- 
meri nalurali. [B. Bdi.. t, X, pp. 294-302 (1877)!. 

!7io. V4c, V9. 
SCUILLOT (L. .\m.). Des siiuuts arabes et des sav.ints d'aujourd'hui apropos 
dc quetques re^iiricjtionj. U-[irc dc M. L. A ni. S 6d i 1 1 01 i D. B. Bo d- 
coropagni. [B. Ben., t. IV, pp. 401-418 (1871)). 

1711. V 4 c, V9. 
MARTIN {Th. H.). audques mois do ripoi.SL- i M. S 6 d i 1 1 o 1 par Th. H. M a r- 
tio. [B. Boh., t. IV, pp. 464-465 (1871)]- 

1722. V4c, V9. 
SfiDILLOT (L. Am.). Leiire de M. L. A ni. S i d i U i i D. B. B o n e o m- 
p a g n i au sujet d'une Note de M, Th. H. M a r i i n. [B. Bon., t V, p. 194 
(187a)]. 

V4c. (.y*di ni 1679, 1688, 169s. 1696, 1697, 1701). 

171). V4d. 

STEINSCHNEIDFR (M.). Prophiii Judaei 

miuni Alnunach adhui: iii.'diiuni c vi 

que imerpoliTa) una cum lexio liebrai' 

que veriionem latinatn vetbalem adjecii 

I • [B.Bon., t. IX, pp. S9i-6i4 (1876)]. 

^1 V4d.(^<J.-ni 17,5, .7,6). 

1734. V5a. (U). 

CURTZE(Ma:<iniilien). Sur raiiioiiomie dc Buice signalil-e par M. le Dt. Ma 
tico Canior. \B. Bon., t. I, p. 140 (1868)]. 

>73i. VBfl. 
Victor it Cilculus en codice Vaiicano cditu; aGodofrcdo Frladlei 
[B. Bon.. 1. IV, pp. 441-461 (1871)]- 
Rfid, Circ. ii'itm., t. IX, parte 1'. — Stampaio ii 19 giugno 1895, ; 



n t c p u s 9 u 1 a II i (a. 1 300) Proc- 
libus duabus aniiquis (altera quo- 
nanuscriptus prinTum edidit, suam- 
urilius Steinschneider. 




1716. V«». VOb. 
SARDUCCI (E.). lotoToo ad sn conmM bcdho di Ren 
i\ aSxtrricon ■diMitiisno CapellicaJ : 
■ Suyricoa >. [B. Bm., t XV, ppi. joj-sts (iSSz)]. 

V5a (fW/ ni 1679, 1687, 169s, 1696, 170)). 

■717. T 5 b. 

CURTZE (M.). Sut rortc^rtt)Ac da nom d rar U pairic de W i t e ( o {V Litk 
Hon), [fl. &-. I. tV. pp. 49.77(1871)]. 

BONCXIMPAGNI (BaUassam). Iniomi] id uq nunoicritto deri'opcra dl Viiet 
I i n e diito da F r a L u c a P a c i o I i. [if. Bom,, t. IV, pp. 78-Si (1871)]. 

1719. V5I». 
BONCOMPAGSI (BaldaiMme). Inioma al TVuiJtMi prop^rOammm di A I brttn 
dl Sastonia. [B. B'm., 1. IV, pp. 493-}it (1870]. 

17JO. VBb. 
BONCOMPAGSl {BaUaturrc). IniornO ad un pattodeHa Ceometria df Bociio 
rcUtivo al penugono sic'lato. [B. Bon,, t. VI, pp., J4i<)s6. 544 (i87)». 

17)1. VBb. 
DE' SIMON! (Cornelio). Iniomo alfa viia<d ai UvoH dj And.ir6 di Segio 
inttemalico ed attrouomo genovete dd secolo dccJinoqujno c d'aliri nuS- 
niatici c cosmograli gcaovesi. [B. Bon., i. VII, pp. }t]-}}6 (tS74)]. 



rdiai 



t?}!- V 5 b. 
ANDALd DE NEGRI. (De 1e vite de nutematici Ijbri due di Ber 
Baldl Ja Utbhio Abbate di CujHjUa. MDCXCVl. Tomo IL 1 
posMduiodaD. B. Boucompjgiii conlraiscgnato an" i}4b, car. t>o-lXIJ 
[B. Bo*.. I. VII. pp. JJ9-J76 (1874)!. 

I7JJ.VB1.. 

BONCOMPAGNI (Baldauarre). Catalogo dui lavoci di A 
[B.BoH, t Vn, pp. J59-J76 iiijA)]- 

i7}4.V5b, (D2b, la, 13. 119c). 

LUCAS (E.). Rcehetthes siit plusieurs ouvragcs de Li 

»ur diverse* qaeitions d'»riihm*ii.iue supiricurc. [B. Bon., t. V, pp. 119-19); 
aj9-i9) (1877)]. 

I7J5. VBb. 

RICCARDI (Piotro). Letter* a D. B. 
(i877)l- 



iip.igtii. [B.Boa., t. X, pag. m] 
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1736. V 6 b. 

TREUTLEIN (P.). Intorno ad alcuni scritti inediii rclativi al calcolo dell'A- 
baco. Traduzione dal tedesco del Dr. Alfonso S p a r a g n a. [B, Bofk^ 

I. X, pp. 587-594 (1877)]. 

1737. V 6 b. 

Scritti inediti relativi al calcolo deirabaco. [B. B<m,f t. X, pp. 595-648 (1876)]. 

1738. V 6 b. 

BONCDMPAGNI (Baldassarre). Intorno al Tractatus de Ahaco di G e r I a n d o. 
\B, Bon,, t. X, pp. 648-656 (1877)]. 

1739. V 6 b. 

STEINSCHNEIDER (M.). Intorno aJohanncsdeLineriis(de Liveriis) e 
Johannes Siculus{B. Bon,y t. XII, pp. 345-351 (1879)]. 

1 740. V 6 b. 

BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno alle vite inedite di tre tnatematici (Gio- 
V a u n i di Sassonia, Giovanni de Lineriis e Fra Luca Pa* 
c i o I i da Borgo S. S^polcro) scritte da Bernardino Baldi. [^. Bon,^ 
X. XII, pp. 352-419, 863-873 (1879)]. 

X741. V6b. 
BALDI (Bernardino). Vite inedite di tre matematici (Giovanni Danckdi 

Sassonia, Giovanni de Lineriis e Fra Luca Paciolidi Borgo 

S. Sepolcro). {B. Bon.y t. XII, pp. 420-427 (1879)]. 
Appendice di document! inediti rclativi aFra Luca PaciolL[^. Bon.f t. XII, 

pp. 4^8-438 (1879)]. 

1 742. V 6 b, (U). 

STEINSCHNEIDER (M.). Notice sur les tables astronomiques attributes 4 P i e r r e 
III d'Aragon. [B, Ban., t. XIII, pp. 413-436 (1880); t. XV, pp. 170-17) 
(1882)]. 

1743. V 6 b. 

BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno ad uno scritto inedito di Adelardo 
di Bath intitolato ReguU Abaci. [B. Ban., t. XIV, pp. 1-90 (1881)]. 

1744. V6b. 

HENRY (C). Sur les deux plus anciens trait^ fran^is d*algorisfne et de g^ 
marie. [B. Ban., t. XV, pp. 42-52 (1882)]. 

1745. V8b, a I). 

NARDUCCI (E.). Intorno a due tranati inediti d*abaco conteouti in due codtci 
vaticani del Secolo Xll. [B. Ban.^ t. XV, pp. 111-134 (1882)], 

1 746. V 6 b, (U). 

NARDUCCI (£.). Imomo al « Tracutos spbacrac » di Bartolomeo da Par* 



u\B.B^ 



m a auronomo Jel Serolo XIII e ad alui uritii d«l medeslmo uttofc [B. I 
I. XVII, pp. 1-41 {i884}( 
t747. V6b, VS. 
JACOLI (FerdiDiado). Inlorno ad uo conicnto diBeaedettO Vitiorii 
dico facntiRO al TractaSm proper tUnum di Alberto dl Sasson 
[B. Bom., L IV. pp. 49J-W ('870) 

1748. VBb, V6, (11). 

WOEPCKE (F.). Intotno ad un lueiodo per la detenninuioiie apfrMchtuU de 
irraiionali di itcoado grado. Bra-ia <li Ictten del Dr. F. Woepck:i 
D. B. Boncomp agni. \B. Bon., t. VII, pp. aji-ioi (1874)]. 

1749. V 6 b, V6, V7. (laStt). 

FAVAKO (A.)- Notiiie storicbe sutle ftaiioni continue dal secolo 
decinoseilima [B. Bon., t. VII. pp. 4}i<joi, i)}-s89 (l874)3- 

V5b. (»'*« «• i6«7. 16*8. '689. >697. 1701. 1717. '7»0- 
'i7SQ. V6- 
VORSTERAN VAN OIJEN (G. A). Notice sur Ludolph va 
t. 1. pp. 141-156(1868)]. 

.7SI. V8. 

JACOLI (Ferdinando). NotUia iconosciuta intorno a Bonaventura Cavi- 
ller i. [B. BoK., I. II, p. a99-jia (1869)]. 

iTi>. va 

GOVI (Gilberio), Intorno a tru lcit«re di Galileo Galilei tram dtH'.Ar- 
chivio del GoDMga. [B. Ban., t. Ill, pp. 167-181 (1870)}. 

I7SJ- Vft 
Soprt alcuni icrltti itampnti, liDora nou comxciuti, di D oroc n i c o Matia 
Novara di Femra. Kolliie comunicarc a ricliiesta del Principe 
D. B. Bonconipagnl alia Socieii CopernicaQa di Scictue ed Ani di 
Thorn, ncllc sedute del 17 giugno e i} agoito 1870 da MasiioiiUaai) 
Curtte. Traduiione del sig. Filippo Keller. [S. Ant., i. IV^pp. 140- 
14B (1871)]. 

'7i4. V6. 
Ulteriori noiizic intorno ad alcuni scritti st^impaii, fmoranan conoscEuii, di Diy 
menico Marij Novara di Ferrara, cotnunicjie per incarico del Prin- 
cipe D. B. Bonconipagni in Itoma alU Society Capetnicana per le Scienic 
ed Ani nelU mmioqi; del j diccmbrc 1S70 da Matsimlliano Curtie. 
Tradiuioiic del sig. Filippo K e I 1 c r. [A. Boh., t. IV, p. 149 (1871)]. 

>7ii- VS. 
BONCOMPAGNI (Baldatum:). Inlaroo ad ud opuKolo di Dom 
tia Novara. \B. Bon, t. IV, pp. J40-J4I (1871)], 



CO Ma- 
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i7s6. ve. 

BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intomo ad alcune note di Galileo Galilei 
ad un^opera di Giovanni Battista Morin. [S. Bon,, t. VI, pp. 4$-6o 

(1873)]. 

1757. ve. 

CATALAN (E.). Intomo ad una iscriztone posta sulla toraba di Ludolf van 
C e u 1 e n. Lettera a D. B. B o n c m p a g n i. [B. Bon,, t. VII, pp. 141-144 

(1874)]. 

i7s8. ve. 

NAPOLl (Fcderico). Intorno alia vita ed ai lavori di Francesco Mauro- 
lico. [B. Bon.y U IX, pp. 1-22 (1876)]. 

17S9- ve. 

BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno ad un trattato d'aritmetica di Giovanni 
Widnjan di Eger. [B. Bon., t. IX, pp. 188-210 (1876)). 

1760. ve. 

Copernico in Italia. Traduzione dal tcdesco del Dr. Alfonso Spara- 
gna. [B, Bon., t. IX, pp. 3i$-3i9 (1876)]. 

1761. ve. 

HIPLER (P.). Copernico in Bologna. Traduzione del tedesco del Dr. Alfonso 
Sparagna. [B. Bon., t. IX, pp. 320-325 (i876)[. 

1762. ve. 

LE BESGUE. (V. A.). Notes sur les opuscules de L 6 n a r d d e P i s e. [J?. Bon., 
t. IX, pp. S83-S94 (1876)]. 

1763. ve. 

CANTOR (Maurizio). Sulla nazionalit4 di Copernico. Traduzione dal tede- 
sco del Dr. Alfonso Sparagna. [B. Bon., t. IX, pp. 70i-7i6 (1876)]. 

1764. ve, (U). 
JACOLI (P.). Intorno alia determinazione di Domenico Maria Novara 
deirobliquitii delPeclittica. [B. Bon., t. X, pp. 75-88 (1887)]. 

176s. ve. 

PAVARO (Antonio). NiccoI6 Copernico e TArchivio universitario di 
Padova. Lettera a D. B. Bone oni pa gni. [d. Bon., t. X, pp. 303-512 

(1877)]. 

1766. ve. 

RICCARDI (Pietro). Intorno ad un opuscolo di Francesco dal Sole. 
[B. Bon., t. X, pp. 407-418 (1877)]. 
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BONCOMPACNl (Bildassarre). Intoroo alta paroU ■ cumulo > i«au<I» Fr»ii 
cescD dal Sole in seiuo di ■ millc milioni ■. [B. Bon., t. X, pp. 4i| 
4JI (1877)]- 

1769, T8. 

CURTZE (M.). Nuove Coperaicina da Upsjl. Rapporto letlo alia Sodeti Coper- 
niuDa dt Scienie ed Ai'i in Thorn il 4 giugno 1877. Traduiione dai Kde-_ 
SCO del Dr. A Ifonio Spatjgoa. [B. Bon., t. XI. pp. 167-171; pp. 17J-1' 
('878)1 

1770. ve. 

FAVARO (Antonio). Inlomo alia viu ed alle opere di Prosdocinio i^ 
BaldomanJi matenialico padovano det Secolo XV. [B. Bom,, t. 
pp. 1-74. iii-as> C1879); '■ XVIU. pp. 40S-4»J (1885)]. 

1771- ve. 

FAVARO (Antonio). Intorno alia pubblicwioae Tatta dal Dr. Carlo Mali*^ 
gola di alcuni documenli rclativi a NiccolA Copernico e oJ illr! 
■Mrotionii e matcnuiki del Kcoli XV e XVI. [B. Bon., t. XI, pp. )19-;h 
(1878)]. 

1773- V 6. 
ZERBRAWSKI (T.). Quelqucs niou 
QiiTX tt lur rortographe du 
t. Xll, pp. jis-)i7 {1879)]. 

I77J. V 6. 
FAVARO (Antonio), latarno ad 
p e r n i ■: o nccolte u pubb' 
(B. Bon., (. Xll. pp. 775. 

1774. V 6. 
BONCOMPAGNI (Batdauarre). Imornoad un initito d'aritmetica del P. D. S n 
raldo Borghetii Luccticse canonico rcgolare della Congrrgaiione 4 
S3. S.ilvuiorc. [B. Boil., t. XXIII, pp. 1-80, iii-joo, !-(i-j68 (1880)]. 

■77i- V6. 
HARHE (A.). Notice sur N J c o 1 a s C li u ^ u c t « soi 
Jts nombrti. \B. B-sn , t. XIII, p. S})-}91 (iSSoj). 

1776- V 6. 
HENRY (C). Notice sur 

t. XIV. pp. 271-978 (1881J]. 





BULLETTINO DI BIBLIOGRAFIA> ETC. 39 

1 777. V 6. 

Alcunc letteie inedite di Galileo Galilei pubblicate ed illustrate da G i 1- 
berto Govi. [B, Bon.y t. XIV. pp. 351-379 (1881)]. 

1778. V 6. 

PEROTT (J.). Sur une arithm^tique espagnole du iseizitoie si6cle. [B. Bon,, t. XV, 
pp. 163-169 (1882)]. 

1779. V 6. 

FAVARO (Antonio). Gli autografi di Galileo neirArchlvio Marsigli di 
Bologna. [B. Bon., t. XV, pp. 581-592 (1882)]. 

1780. V 6. 

FAVARO (Antonio). Alcuni scritti inediti di Galileo Galilei tratti dai 
nianoscritti della Biblioteca nazionale di Firenze, pubblicati ed illustrati. 
[B. Bon,, t. XVI, pp. 1-97, 135-210 (1883)]. 

1781. V 6. (K). 

HENRY (C). Probl^mes de g^om^trie pratique de Mydorge. £noncds et so- 
lutions public's pour la premiere fois. [B, Bon,, t. XVI, pp. 514-544(1883)]. 

1782. V 6. 

UZIELLI (G.). Riccrche intorno a Paolo del Pozzo Toscanelli. 
[B, Bon., t. XVI, pp. 611-618 (1883)]. 

1783. V6. 

FAVARO (Antonio). Di alcune relazioa itra Galileo Galilei eFede- 
r ic Ces i illustrate con documeuti inediti. [B. Bon,, t. XVII, pp. 219-229 
(1884)]. 

1784. V 6. 

CESI (Federico). Lctterc a Galileo Galilei, tratte dai manoscritti galile- 
iani della Biblioteca nazionale di Firenze. \B, Bon., t. XVII, pp. 230-244 
(1884)]. 

1785. ve. 

FAVARO (Antonio). Sulla morte di Marco Velseroe sopra alcuni pa'rti- 
colari della vita di Galileo Galilei. [B. Bon., t. XVII, pp. 252-270 
(1884)]. 

.1786. ve. 

BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno alia vita cd ai lavori di Francesco 
Barozzi. \B, Bon., t. XVII, pp. 795-848 (1884)]. 

1787. ve. 

FAVARO (Antonio). Ragguaglio dei manoscritti galileiani nella Collezione Li- 
b r i-A shburnham presso la Biblioteca Medico-Laurenziana di Firenze. 
[B, Bon,, I. XVII, pp. 849-878 (1884)]. 
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1788. V 6. 
FAVAKO (Antonio}. Documcnli ioedili pet )a itotu del nuaotcrini gali 

nclU BibliOtcCi Ntfionilc Ji FirunM, put-b!Uiii ol iltusitiii. [B. Bm, 
L XVIlI. pp. 1-1 11, t5i-3}0 (i88j)|. 

1789. ve. 

FAVARO (Antonio). Conclusioni sull'accaJumico incognito oppositorc al iliKono 
di Galileo: Inleruo all* cost, cht itanno in m Vacqaa, o eht im fw/ls d 
miovimo. \B. Bm.. t XVIII, pp. )it-}i6 {iSS})]. 

1790. V 6. 

FAVARO (Aatoaio). Intocno ad alcuni documenti galilei 

pcnl nelU Biblioicca Naitatiale di Fireoie. [B. Bon., l XIX, pp. 1-54 (iftSaj], 

1791. V e. 
FAVARO (Amonio). Documeatl per la nocia dell'Accadeinia dei Lincei 

noKrltti gatilciani delU BIblioteca ii..iioDale di Fimic. [B. Be*., t. XX, 
pp. 91-158 {1887J]. 

1791. V 6. 

FAVARO (Aniooio). La librcria di Galileo Galilei deicritta ed illustma. 
[B. Bon., t. XIX, pp. 119-191 (1S86); L XX, pp. )72-376 (1887)]. 

I79i-Ve. 
FAVARO (Antonio). O i Giovanni T ■ r d r e di una sua vhita a G i 
dal u al ij novcnibrc 1614. \B. Bon., I. XX, pp. HS-J7' (1887)). 

1794. V 6. 
RICCARDI (P.), Ancora del trattato D* quadratara tirculi di G i o v a n d 
I i 1 1 a d e 1 1 a P r t a. |£. Am., i. XX. pp. 6o;-6o6 (1887)]. 

I79S- ve. V7, (KlOo). 
BIERENS DE HAAN (D.). Notice sut quelquM quadtaicun du ccreie dant 1e$ 
Pay! Bis. (B, Bon., t. VII. pp. 99-140 C1874)]. 

1796. ve, V7, VS. 

BIERENS DF. HAAN (D.). Bibliographic nterlandaise hiirorica-sciei.tifique dn 
ouvrages impartanis dont les auteurt sont n£s aux i6< , 17' ei i8* sitclo, 
sur les sciences tnath^maiiques et physiquei el leurs applicaiiooi. \B. Bint., 
I. XIV, pp. SI1-6J0, 677-717 (1881); I. XV, pp. aij-jii, jii-440 (,i88j); 
t. XVI, pp. }9)-444. 687-718 (1883)]. 

1797. ve, V7, V8, ve. 

S£D1LL0T (L. Am.). Lcs professeun de mathiraaEiques et dc physique gto^ 
rale au Colltgc dc France. [B. Bon., t. IE, pp. }4)-)4^i 387-448. 46i-}io 

(1869), t. Ill, pp. 108-170 (1870J], 
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V6. (yedi ni 1679, 1698, 1701, 1702, 1718, 1747, 1748, 1749). 

T798. V7. (Clb). 
TARDY (Placido). Intorno ad una formola del L e i b n i z. [B, Bon., t. I, pp. 177- 
186 (i868)l. 

1799. V 7, (Clb). 

BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno ad uno scritto del sig. prof. Placido 
Tardy inserito nel presente Balleitino (Tomo I, 1868, pp. 177-186). [B. Bon.^ 
t. II, pp. 273-274 (1869;]. 

1800. V 7, (Clb). 

Intorno ad una formola del Leibniz. Traduzione del sig. Filippo Keller. 
[B. Bon., t. II, pp. 275-276 (1869)]. 

1801. V7, (Clb). 

BORCHARDT (G.). Sur quelques passages des lettres de Leibniz relatifs 
aux diff6rjntielles d indice quelconquc. Note de M. Ch. G. Borchardt« 
[B. Bon,, t. II, p. 277-278 (1869)]. 

1802. V 7. 

JACOLI (Ferdinando). Intorno a dt^e edizioni di MarcoMichele Bousquet« 
Brano di lettera del prof. Ing. Ferdinando Jacoli a D. B. Boncom- 
pagni in data di a Genova 10 gennaro 1870 ». [B, Bon., t. Ill, pp. 91-92 
(1870)1. 

180J. V7. 
JACOLI (Ferdinando). Evangelista Torricelli ed il metodo delle tan- 
genti detto Metodo del Roberval. \B. Bon.y t. VIII, pp. 265-307 (1875)]. 

1804. V 7. 

BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno ad alcune lettere di Evangelista 
Torricelli, del P. Marino Mersenne e di Francesco di 
Verdus. [B.Bon,, t. VIII, pp. 353-381 (1875)]. 

1805. V 7. 

Lettere diEvangelistaTorricelli alP. MarinoMersenne. [B. BoiUt 
t. VIII, pp. 382.409 (1875)]. 

1806. V7. 

Lettere del P. Marino Mersenne .id Evangelista Torricelli. 
[B. Bon.y t. VIII, pp. 410-441 (1875)]. 

1807. V7. 

Lettere di Francesco de Verdus ad Evangelista Torricelli. 
[B. Bon.y t. VIII, pp. 442-4)6 (187$)]. 
Rend. Cire. MiUem.y t. IX, parte 2*. — Stanipato 1*8 luglio 1895. $ 
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1808. V 7, (U). 

BfiZI AT (L. C). La vie ct Ics travaux de J e a n H 6 v 6 1 i u s. [B. Bon., i. VIII, 
pp. 497-5S8. S»9-669 (1873)]. 

1809. V 7. 

BIERENS DE HA AN. Notice sur un pamphlet tnath^matique hollandais intituU 
« Bril voor dc Amsterdamsche b;!lachjlycke Geometristcn, Amsterdam 1663 ». 
[B, Bon.y t. XI, pp. 383.452 (1878)1. 

1810. V 7. (D 2 b). 

LUCAS (E.). Sur la s^rie recurrentc dc Fermat. [B. Bon., t. XI, pp. 78)-798 
(1878)]. 

1811. V7. 

KICCARDI (P.). Nuovi niateriali per la storia della Facoltii matematica dciraa- 
tica Universitii di Bologna. [B. Bon., t. XII, pp. 199-312 (1879)]. 

1812. V7. 

HENRY (C). Recherches sur les manuscrits de Pierre Fermat suivies de 
fragments int^dits de Bachet et de M a I e branche. [B. Bon,, t, XII, 
pp. 477-568, 619-740 (1879); t. Xni, pp. 457-470 (1880)]. 

1813. V 7. 

MARRE (A.). Deux matWmaticiens de POratoire. [B. Bon,, t. XII, pp. 886-894 
(1879)]. 

1814. V7. 

FAVARO (A.). Iniorno alia vita ed alle operc di Bartolomeo Sovcro, 
matematico wiz/ero del Secolo XVII. \B. Bon., t. XV, pp. 1-48 (1882), 
t. XIX, pp. 99-114 (1886)]. 

1815. V7. 

MARRE (A.) Sur huit lettres in^dites du P. Claude Jaquemet de TOra- 
toir, nj & Valenciennes en Juin 1651, niort k Viennc (Dauphini) le 16 Sep- 
tcmbre 1728. [B. Bon., t. XV, pp. 679-682 (1882)]. 

1816. V 7. 

P. Claude Jaquemet de POratoire. Huit lettres inWites. [B. Bon., t. XV, 
pp. 683.697 (1882)]. 

1817. V 7. 

JACOLI (F.). Intorno al problema « Le noeud de cravate » e ad alcune opere 
di Urbano d'A v i s o Romano. [B. Bon., t. XVI, pp. 445.456 (1883)]. 

1818. V 7. 

HENRY (C). Pierre de Carcavy intcrmWiairc de Feritiat, de Pascal 
et de H u y g e n s, Biblioth^caire de Colbert et du Roi, Directiur de I' A* 
acdimic dcs Sciences. [B. Bon., t. XVII, p. M7-391, 879 {1884)]. 
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1819. V7. 

tE PAIGE (Cj. Cot respond aiwe Je R ;■ u il--!- r a q « a i s de S 1 u i e publUe pour 
U preinitre fois ct priCL^die d'uiie liiiroduciion. [B. Bon., t. XVII, pp. 417- 
554, 605-716 (iSH)]- 

i8jo. V 7, V 9. 

WOLF (Rudolplie). Mjtiriaui divers pout Thisioire desmathinijiiquei, tecueilUs 
p»r Ic Dt. R o d o I p h e W o 1 f, !. Sur l"iiivemion du niveau i bull* d'aii. 
IE. Mon de M. Si rauch. III. Corrjspoiidincc litlfraire des Bernoulli, 
IV. N i c o 1 a s F a t i o de Driller, V. M a r c-M i c h E 1 B o u s q u e 1. 
VI. Cojimo Bartoli. [B. Bo.i., I. 11, pp. ji}-54> (fM9)]- 

i8ji. V7, V8, (X2). 
BIERENS DE HAAN (D,). Noiicc5 sut dei lables logarithmiques hollaiidaises. 
[B. Boh., I. VI, pp. lOj-ajS {187))). 

V 7. (I^tdi n' 16S8, 1701, 1719, 1749, 179s, 1796.1797)- 

iSiJ. V 8. 

FORTI (Angelo). Intorno alia viu ed agliscriiiidi WolfangeGiovinni 
Bolyii di Bolya, ra^tematici ungheresi. [B. Bon., t. I, pp. 177-399 (i868)|. 

181J. V7, tF4a). 
SIACCl (Francesco). Sul t. 
16 C:870)]. 

1824. V 8. 
BONCOMPAGNl (Ba1d.Lsiarre}. Intorno ad uno scrino iatilolato ■ Memorie con- 
cerni^nti it niarchoie Giullo C.irlo de' Toschi di Fagnano Tmu) 
al mesc di (ebbtajo dell'anno 1791 ». [S. Bon., t. Ill, pp. 17-46 (1870)]. 

1835. V 8. 

8IERENS DE HAAN (D.). Notice sut M e i : 
pp.jij-iio (187a)). 

1826. V8. 
BONCOMPAGNl (Baldasiarre). Intorno alia vita ed ai lavori di Meinderi 
Seraijus. [B. Bint., t. V, pp. «i-a)7 (1872)]. 

1817. V8. 
BONCOMPAGNl (Baldassarre)- Intorno ad un'opera deII-Abate N I c o I A L u i ^ i 
D u La C a i I i e intiutaU « Ltfoai iUai4utairti it MaMmjU'i/uts tit. t. 
[B. Bait., t. V. pp. 178-19J CiS?')]- 

i8j8. V 8. 
BIADEGO (G, B.). laiorao a Jiecj leuetc iucditu di Giuseppe Luigi La- 
grange. IB. Bon., i. V!, pp. lOI-j }o (lS;}>]. 



e di F a g n a n 0. [B. Bon., t. HI, pp. 1- 



is. [B. Bun., I. V, 
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1819. V B. 

Dieci teiMTB inediie di Giuseppe Luigi Lagrange scriite at n 

veroiiete Antonio Maria Lorgna. [A.Am., t. VI, pp. Ijt-i4i (lijH 

i8jo. V 8. 

BONCOMPAGNI (Bildustrre). Intorno* dlcci Icttcrc in Hagua i'uImiu dl Gf 

seppe Laigi Lagrange [B. Ban., i. VI. pp. 143-1^3, 539-!4H>Sn] 

1811. V a, (81a). 

GUNTHER (Slgismaod). Note it>r Jean-AndrideSegner fcmdaieitrdei 

niXtorologie raath£ni4iiqac. [0. Bon^ X. IX, pp. 117-I38 <|876)]. 

18)1. VS. 
BIADEGO (G. B.>. Inioroo alia viu cd agti scrim di Gianfranceic 
Mairnii inateniatico del secoloXVllL [0. fion.,1. IX, pp. j6l-)9l {rS;^^ 

i8j}. V8. 
Caialogo dei lavori dj G i a n fr in c eico Malf jit i- [B. Bcii.,t. IX, pp. jSi 
_ J«7 (l«76)I. 
1834. VS. 

MALFA 111 (GianfrancKCo). Leiicre inedite di Gianfranccsco MalfaitL 
[B. Bca.. I. IX, pp. )9}-48o (1876)]. 

18)3. VS. 

ABRIA (0.) « HOUd (Y.). Notice »ur la vie ei les navaux dc Viclo^ 
Amfdie Le Beiquc. [B. Boh., I. IX, pp. JS4->ti (1876}]. 

18)6. VS. 
JACOLt (R). bioruo alia vita ed ai lavori dl Antonio Maria Lorgna. 
[B. Bon., t. X. pp. 1-74 (1877)]. 

i8n- VS. 
GENOCCHI (Angelo). Sopn la pubbllcazione fatia da R. B o n c om pa gn i di 
uodici leitere di Luigi Lagrange a Leonardo Eulero. [B. Bei 
i. X. pp. 6i7^7 (1877))- 

18)8. VS. 
MILLOSEVICII iE.). Inlorno alia vita cd ai lavori di Giovanni Satitin 
[B. Boh., i. XI, pp. I-IIO (1878)]. 

18)9. V 8. 
CANTOR (Maurizio). II caricggio fra Lagrange cd Euler. Traduaione dal 
icdi:sco dvl prof. Antonio Favaro. [B.Boit, t. XI, pp. 197-316(1878)}. 

1840. VS. 
ENESIKUM (G.). Noricc tuT la correspond ance de Jean 1* 
[B. Boh., t. XU. pp. jij-jm (1879)]. 
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1841. V8. 

BONCOMPAGN'l (BaUassarre). Intorno a due scriiti di Leonardo Eulero. 
[B. Bon., t. XII, pp. 808.811 (1879)]. 

1842. V 8. 

TYCHSEN (Ca nille). Lagrange. Traduit du danois par M. H. G. Z e u t h e n. 
[B. Bon., t. XII, pp. 81S-827 (1879)]. 

1843. V 8. 

ENESTROM (G.). Lettres in^dites de J o s c p h-L ouis Lagrange 4 Leo- 
nard Euler publi^es par B. B o n c o in p a g n i. Traduit du danois par 
MM. Leouzon Le Due et Aristide Marre. [B, Bon., t. XII, 
pp. 828.838 (1879)]. 

1844. V 8. 

BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno agli atti di nascita e di morte di P i e t r o 
S i ni n e Marchese d i Laplace. [B. Bon., t. XV, pp. 446-463 (1882)]. 

184s. V8. 
Atti di nascita e di morte di Pietro Simone Marchese di Laplace. 
[B, Bon., t. XV, pag. 464 (1882)]. 

1846. V 8. 
HENRY (C). Les coanaissances math^matiques de Jacques Casanova de 
Se in gait. [B. Bon., u XV, pp. 637^9 (1882)]. 

^ 1847. V8. 
GAUSS (Carlo Federico). Lettera al Dr. Enrico Guglielmo Mattia 
1 b e r s. Traduiione dal tedesco del Dr. Alfonso Sparagna. [J9. Bon,t 
t. XVI, pp. 21S-217 (1883)]. 

1848. V 8. 

GAUSS (Carlo Federico). Leu *ra al Dr. Enrico Gugliclnno Mattia 
Olbers, pubblicata secondo Tautografo posseduto dalla Society Reale delle 
Scienze di Gdttingcn. [B, Bon.^ L XVI, pp. 218-220 (1883)]. 

1849. V 8. 

HENRY (C). Sur la vii ct les ^rits math^matiques dc J c a n-A n to inc-N i- 
colas Caritat, Marquis dt Condorcct. [B. Bon., t. XVI, pp. 271* 
282 (1883)]. 

1850. V 8. 

Travaux de J. A. N. Marquis dc Condorcet. [B. Bon., t. XVf, pp, 283-291 
(i»83)]. 

1851. V8. 

CATALAN (E.). Une polemiqae entrc Goldbach ct Daniel BerooullL 
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Extrait d'une lettre adress^e a D. B. Boacompagni op datp « Li^e, 
29 novembre 18S4 ». [B. Ba*., t. XVIII, pp. 464-r467 (1885)], 

i8s2. V8. 
ENESTROM (Gustave). Sur un th^or&me de Goldbach. Uitre kD.B, B o n- 
compagni. [B. Boh., t. XVIfl, pag. 468 (188$)). 

1853. V8. 

HENRY (Ch.). Correspondance in^dite de D'A 1 e m b e r t avec Cramer, L c- 
sage, Claira u't, Turgot, Castillo Ht Beguelin* 9tc. public awQ^ 
notice. [B. Bon., t. XV(Ilt pp. $07-570, 60)^64$ (188$)]. 

1854. V 8. 

D'ALEMBERT. Liste des travaux math^itiques inMits de D*A 1 e m b e r t. 
[B. Bon.y t. XVIII, pp. 646-649 (1885)]. 

i8s5. V8. 
PORRO (F.). Notizie intorno alia vita ed agli scritti di Giuseppe Zecchini 
L e o n e 1 1 i, raatematico cremonese. [B. Bon,, t. XVIII, pp. 62$<i66o (188$)]. 

1856. V 8. 

RICCARDl (Pietro). Per una conipleta collezione delle opere matematiche di 
Lorenzo Mascheroni. [B. Bon.., t. XIX, pp. 57-66 (1886)]. 

1857. V8. 

REALIS (S.). Giovanni Plana n^ d Voghera le 8 novembre 1781, mort a 
Turin le 20 Janvier 1864. {B.Bon., t. X(X, pp. 121-128 (1886)]. 

1858. V8. 

HENRY (C). Sur quelques billets inWits de Lagrange. [B. Bo»., t. XIX, 
pp. 129-1J5 (1886)]. 

1859. V 8. 

HENRY (C). Lcttres iaWitJS d'H y 1 c r \ D'Alcmbcrt. [B. Boh., x. XIX, 
pag. 136-148 (1886)]. 

i860. V 8, (U). 
HENRY (C.). Lettres in^^itfs ^ Laplace publi^es avec que premiere r^iuciipn 
de sa nicthode pour determiner les orbites des combes et une notice sur les 
nunuscrits de Pingre. [B. Bon., t. XIX, pp. 149-178 (1886)]. 

1861.V8, V9, (R7c). 
BRIOSCHI (FraHceacp). Intorno al problenudoiltf tautqcrone. Letiera a D. B. B#o- 
c o m p a g n i. [B. Bon., t. IX, (1876)]. 

1862. V8, V9, (I4ap). 
KRONECKER (Leopoldo). Intorno alia storia dttUa legge di reoijprocbd. 'Hratfii* 
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zione dal tcdesco del Dn A 1 f o h s d S p a r t g n a» [B, Biniiy U XVIII, 
pp. 244-249 (1885)]. 

V8. (f^edi ni 1688, 1699, 1701, 1796, 1797, 182I). 

1863. V 9. 

Otalogue des travaux de M. Noel Germinal P o u d r a. [B, Ban. t. I, 
pp. 302 508 (1868)]. 

1864. V 9. 

NARDUCCl (Enrico). Intorno alia vita ed agli tcritti di Francesco Woep- 
cke. [B. Bon., t. II, pp. 119-152 (1869)]. 

186$. V9. 
lANICHEFSKY (E.). Notice histoHqtte sur la vie et les travaux de Nioolas 
Ivanovicch Lobatschefsky. Discours proaonc^ dans la stance so- 

lennelle de I'Universit^ iinp^riale de Kazan le -p- novembre 1868. [B. Bon.^ 

17 

t. II, pp. iiyidi (1869)]. 

1866. V 9. 

LE ROY (Alphonse). Notice sur la vie et les travaux dc Jean Baptiste 
Brasseur. \B. BofLt t. 11, pp. 2)3-272 (1869)]. 

1867. V 9, (F4a, Gle, G2ba). 

GEnOCCHI (Angelo). Rassegna d*alcuni scritti relativi all'addizione degl*inte- 
grali ellittici ed abeliini. [B. Bon.y t. Ill, pp. 47-66 (1870)]. 

1868. V 9. 

SCHERING (Ernest). Notice biographique sur Bernard Riemann. (Traduit 
di I'allemand par M. le Dr. Paul Mansion). [B. Bon., t. Ill, pp. 409-42.8 
(1870)]. 

1869. V9. 

.M ARCHETTI (F.). C-nni necrologici del P. N a z a r e n o M a a c i n i d. C. d. G. 
[B. Bon., t. Ill, pp. 429-438 (1870)]. 

1 870* V 9. 
GENOCCHI (Angelo). Notizie intorno alia vita ed agli scritti di Felice C h i 6. 
[B. Bon., t. IV, pp. 363-380 (1871)]. 

1871. V9. 
BONCOMPAGNl (Baldassafre). Calalogo dei lavori di Felice C h i 6* [B. Bon., 
t. IV, pp. 381-400 (187 1)]. 

Notice sur les travaux de Jules PlQcker par M. Alfred Gldbsch, 
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traduit de 1'jtUein.ind par Ic Dr. Paul Ma 



un. [B. BoMn I. V,pp. 1 



i$7iV9. 



a ed ai Uvoti ilcl P. G I o 



A Q t o D e 1 1 i ddle S 



Pie. Ccani di And rc» St 
1874. V 9. 



ji. [B. Bom., t. V. pp. asj-277 (iSn 



MESABREA (Luigi Hedrrico). Intcino ad uno scritto Jd sig. prof. Aitge 
Geaocehi. Litieu del Cont.: Luigi Fcjcrigo Meoabrei 
D. B, Boncompigni. [fl. fljii,, t. V, pp. ;oi-}05 (1871)). 

187s. V 9. 
GESOCCHt (Angclo). Tmorno ad uni lettna dcUig. Conie L. F. Measbre( 
Appunli diAngeloGenocchi. [B. flfl*., i. V, pp. jjj-so f'S?*)!- 

1876. V9. 

GENOCCHI (Angelo). RichUmo a fivof^.- J. Felice Chid. [B, Bm.. t. VI, 
pp. ISJ-IS8 (i87j)J. 

1877. V 9. 

MANSION (P.), Les maihiiiutiiiutj .^n Belgiqoc en 1871. [B. B<>«.. 1. VF. pp Jj;- 
ill (.87J>]. 

1878. V 9. 

MENARREA (L. ?.). UD'ultJma lettera sulle peripeiie della serie dj Lag'tinft 
ia riipoiti a1 prof. Aogelo Genocchi per L. F. Menabrei 1 
D. B. B D n c o m p a g n L |fl. Bon., t. VI, pp. 4iS-4i7 C'S?))!- 

1879. V 9. 

GENOCCHI (Angeto). Breve niposta al sig. Coate L. F. M e u a b re a [B. A»i 
t. VI, pp. s)o-sj2 (1873)1. 

1880. V 9. 

LODI (Uigi). Cenni iotoroo alia viw ed ai livori del prof. GemmiinoRiE- 
cardi. [B. Bon., i. VIII. pp. 1-15 (1875)]. 

1881. V9. 

CaUlogo dci tavoTi Jcl prof. Gcminiano Riccardi. [B. Bon., t- Vll'> 

pp. 16.3s (I87S)]- 
1881. V9. 
MANSION (Paut). Notice sur U vie L-t les travaux de R o d o t p h e ?ttiicH 

Alfred CIcbich. [B.Bon., t. VUl. pp. lai-ijo (1875)). 

1B8}. V9. 
Nolice lur U vii: de K. F. Alfred Ctebicb jusqu'l I'lge de vingt-deut ir)!< 
bifiu par lui iiiimc [B. Bon., t. VUl, pag. i]t (i87>}l> 
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1896. V9. 

GENOCCHI (Angelo). Brano di lettera a D. B. BoncompagnL [R, B§m 
t XI, pag. 211 (1878)]. 

1897. V 9. 

Nterologie de Joseph-Ivanovitch Somoff. Tradaite du msse par 
M. J. HoQcI. [B. Bon,, t. XI, pp. 455-459 (1878)]. 

1898. VS. 

BONCOiMPAGNl (Baldassarre). Catalog© dei lavori del prof. G. I. Somoff; 
[B. Bon,, I. XI, pp. 460-481 (1878)]. 

1899. V 9. 

BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intomo ad una lettera del prof. G. I. SomoU 
[B. Bon., t. XI, pp. 482-485 (1878)]. 

1900. VS. 

Lettera del prof. G. I. Sorooff a D. B. BoncompagnL [B. Am., t. XI, 
pp. 484-486 (1878)]. 

1901. VS. 

FAVARO (A.). Delia vita e degli scritti fisko-niatematici di Erroanno 
Grassmann. {B. Bon,, t. XI, pp. 699-756 (1878)]. 

1902. V S. 

BIADEGO (G. B.). Sulla memoria inedita di Pietro Maggi intomo ai prin- 
cipii di meccaaica molecolare di Ainbrogio FusiaierL[B. Bon., t. XII, 
pp. 8J9-846 (1879)]. 

1903. VS. 

BONCOMPAGNI (Baldassarre). M i c h e 1 e C h a s 1 c s. [B, Bon., t. XIII, pp. 81 $- 
827 (1880)]. 

1904. VS. 

HENRY (C). Supplement i la Bibliographie de Gergonne. [B.Bon., t. XIV, 
pp. 211-218 (1881)]. 

1905. VS. 

GUNTHER (S.). II carteggio tra Gauss e Sofia Germain. Traduiione dil 
tedesco del Dr. A 1 f o n s o S p a r a g n a. [B, Bon,, t XV, pp. 1 74-1 79 (1882)]. 

1906. VS. 

STIATTESI. Intorno alia vita ed ai lavori di Scbastiano Purgatti. 
[B. Bon,, t. XVI, pp. 619-672 (1883)]. 

1907. V S. 

BIADEGO (G. B.). Intorno alia vita ed ai lavori di Alberto Casti^IianO. 
[B. Bon., t. XVIII, pp. 293-31 } (188))]. 
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1908. VS. 

BONCOMPAGNI (Baldassarre). Catalogo dei lavori di Alberto Casti- 
gliano. [B. Bon., t. XVIII, pp. 314-320 (1885)]. 

1909. VS. 

MARRE (A.). Notice sur la vie et les travaux de Francois-Joseph Lion- 
net. [B. Bon., t. XVIII, pp. 424-42S (1885)]. 

1910. VS. 

Catalogue des travaux de Francois-Joseph L i o n n e t. [B. Bon,, t. XVIII, 
pp. 429-440 (i88s)l- 

191 1. V9, (14). 

GENOCCHI ( Angelo). Intorno all'anipliazione d*un lemma del Gauss. [B. Bon., 
t. XVIII, pp. 646-649 (1885)]. 

1912. VS. 

GENOCCHI (Angelo). Brevi cenni della vita del Pingegnere Savino Realis. 
[B. Bon., t. XIX, pp. S$-S8 (1886)]. 

1913. VS. (U). 

SCHRAMM (Robert). Notice sur les travaux de Theodore d'OppolzcV 
avec la liste complete de ses publications. Traduite de I'allemand par le 
Dr. Ernest Pasquier. \B, Bon., t. XX, pp. 439-480 (1887)]. 

VS. (Vedi n^ 1688, 1699, 1702, 1720, 1721, 1722, 1797, 1820, 

1 861, 1862). 

X 2. (Fedi n^ 1821). 



NoTA.— Nel classificare i lavori storici contenuti nel BuUettino di Bibliografia 
e di Storia delle Science Malematiche e Fisiche fui costretto ad arrecare un piccolo 
complemento al sistema di notazioni indicato ^M Index du Ripertoire, a(Hnch6 
per ciascuno di essi fosse dichiarato, non soltanto il tempo al quale si riferisce, 
ma eziandio il tenu in esso svoho; a tale scopo ho fatto seguire al simholo cro^ 
nologico in parentesi un simholo scientijico. In conseguenza scrivendo ad es. V 8, 

V S (1 4 a P) intendo trattarsi di un lavoro storico riferentesi alle vicende della 
Icggc <li reciprocitfi nei secoli XVIII e XIX; tale lavoro verr4 collocato nei gruppi 

V 8| V S, ma la sua esisteuza verrii richiamata nel gruppo 1 4 a p. Tutto ci6 
veune fatto per unifornursi .1I proccdimcnto generate seguito dai varii conipila- 
tori del Ripertoire; ma non t a tacersi come in un lavoro storico il simbolo 
riesca sovente supertluo, pcrch^-il titolo lo caratterizza sufHcientemente per chiunque 
abbia presente la cronologia matenutica. — Va ancora notato che nel prccedentj 
indice ragionaio del B. Bon. non fu possibile registrare le dottissime note di 
cui il dircttore arricch\ buon numero degli articoli ivi inseriti. — Finalmente bi- 
sogna avvertire che ogni matematico venn^ considerato come appartenente per 
intero al secolo nel quale egli nicque. G i m o L o r i a. 



R. ACCADEMIA DEI LINCEI 

(1847-1889) C). 



ElENCO DELLE PU BBLIC AZIONI ED ABBREVIATURE. 

N, L, A, = Atti deirAccademia Pontidcia dc* Nuovi Lincei. Roma. 

ToMi: I-XXIU (1847-1870); in.40. 



A, A. L. R. = Atti della Reale Accadetnia dei Lincei. Ronuu 

ToMi: XXIV-XXVI (1870.1873); in.4*'. 
Serib II, Volumi: MI (1875-1875); in-40. 



Af. A. L. R. = Atti della Reale Accadetnia dei Lincei. Memorie della closse di 

scienze fisiche, matetnatiche e natural!. Roma. 
, Serib II, Volume III (1875-1876); in-4° 

Serie III, Volumi: I-XIX (1876-1884); in.40. 
Serib IV, Volumi: I-VI (i 884-1889); in.4*'. 



r. A, L. R. = Atti della Reale Accademia dei Lincei. Transunti. Ronu. 

Sbrie III, Volumi: I-VUI (1876-1884); in-4°. 



R. A. L, R. = Atti della Reale Accademia dei Lincei. Rendiconti. Roroa. 

Sbrie IV, Volumi: I-V (1884-1889); in.40. 

s. s= Serie, t. = Torao, v. = Volume, pp. = Pagine (••). 

Alo. {V$di n* 2014, 2106, 2108). 

1914. Alc«, I 8 b. 

CAVALIERI S. BERTOLO (Nicola). Alcune ricerche intomo allc serie aritroe- 
tiche. [N. L. A.y i. X, pp. 78-9} (1856-57)]. 

191 5. A3, D 60. 

FAVERO (G. B.). Sulle radici delle cquazioni algebriche. [Af. A. L. R., s. IV, 
V. VI, pp. 415-425 (1889)]. 



(*) II Uvoro Ji spoglio e di . lastiiicAzione di queste pobblicaxioni i dovato ai profeasori G. Ct- 
• telnuovo. R. M«rcolongo, G. Fano. 

(**) Per i volumi dei Rendiconti I'indice tipposto al numero romano denota il semes tre : cosi 
?. IVi ata per indicare il volume IV, primo acmestrc. 
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A 8. (Vedi n^ 2056). 

1916. A 3 b. 

MAINARDI (Gaspare). Pensieri intorno vari argomenti. III. Espriroere le som* 
matorie simetriche delle radici di una equazione algebrica per i suoi coe6B* 
cienti. [N, L, A,, t. XX, pp. 163-164 (1866-67)]. 

1917. A 8 b, A 3h. 

MINICH (R.). Suiruso aaalitico delle differenze tra le radici nella teorica delle 
equazioni algebriche. [M. A, L. /?., s. II, v. Ill, pp. 303-352 (187S.76)], 

1918. A 8 e, A 3 g. 

CAVALIERI S. BERTOLO (Nicola). Scioglimento di un dubbio roosso dtl 
sig. B u d a Q sopra la generate veridicit4 [dei risultamenti del metodo di 
Lagrange nella ricerca delle radici immaginarie delle equazioni nunie- 
riche per approssimazione. [N. L. ^., t. IV, pp. i-xo (1850-51)]. 

A3h. (Fedi n^ 191 7). 

19x9. A 3i, H6fK. 
BESSO (Davide). Sopra una classe di equazioni trinomie. [M, A, L, R.^ s. Ill, 
V. XIX, pp. 631-642 (1883.84)]. 

1920. A 3i. 

BESSO (Davide). Sulle equazioni trinomie e, in particolare, su quelle del settimo 
grado. [R. A. L. /?., s. IV, v. I, pp. 237-243 (1884-85)]. 

1921. A 8 i«, A 4 a. 

RUMMER (Edoardo). Note sur unc expression analogue k la r^olvante de La- 
grange pour r^quation ^^ = i. [N. L. A., t. VI, pp. 237-241 (1852-53)]. 

1922. A 8 k. 

TORTOLINI (Barnaba). Soluzione di un problema relativo aU'equazioni del terzo 
e quarto grado. [N, L. A,, t. XXII, pp. 166-168 (1868-69)]. 

A 4 a. (Vedi n^ 1921). 

1923. A4d. 

FRATTINI (Giovanni). Un teorema relativo alia trasforniazione modulare dl 

grado p. Nota I. [R. A. L. R^ s. IV, v. I, pp. 142-147 (1884-8 >)]. 

• 

1924. A4d. 

FRATTINI (Giovanni). Un teorenu relativo al gruppo del la trasforniazione mo- 
dulare di grado/). Noia II. [R, A. L R., s. IV, v. I, pp. 166-168 (1884-85)]. 

A4d. {Fedi n^ 2152). 

1923. A 4 d (X. 
BRIOSCHI (Francesco). Sulla equazione delPottacdro. [T. A. L. /?., s. Ill, v. Ill, 
pp. 233-237 (1878-79)]. 
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1926. A4dQl. 
PlTTARELLl (Giulio). Sullc forme appartencnii airotuedro. [R. A. L l,il?. 

V. IV,, pp. 509-513 (1888)]. 

1927. A4e. 
MAINARDI (Gaspare). Pensieri intomo a van argomenti. I. So la nsolimos 

delle equazioni algebriche per mezzo di funzioni irrazionali. [N, L^A^lVk 
pp. 153-160 {1866-67)]. 

1928. BL 

CASORATI (Felice). Osservazioni sui modi comunemente usati nella tratunOBC 
di parecchie questioni fondamentali delPanalisi infinitesiraale. [T. A, LLt 
$. Ill, V. V, pp. 2x6-2x7 (x88o-8x)J. 

1929. Bid. 

DE GASPARIS. Prodotto di due determioanti a tre indid espresso con un deter- 
rainante ordinario. [T, A, L. /?., s. Ill, v. Ill, pp. 44-45 (1878-79)]. 

X930. B4. 
CAPELLI (Alfredo). Fondanienti di una teoria generate delle forme algebriche. 
[M A, L. J?., s. Ill, V. XII, pp. 529.598 (188X-82)]. 

1931. B4. 

CAPELLI (Alfredo). Estensione delta formola pel numero dei covarianti al caso 
delle trasforniazioni lineari indipenJenti. [M.A.L^R,^ s. Ill, v. XV, pp. 2}3- 
241 (1882-83)]. 

1932. B4e. 

PASCAL (Ernesto). Sopra un teorenia fondamentale nella teoria del calcolo sinh 
bolico delle forme ennarie. [R. A. L. /?., s. l\\ v. IV, , pp. 1X9-X24 (i888)|. 

1933. B4j. 

SPOTTISWOODE Sur les invariants et les covariants d'une fonction transfomiie 
par une substitution quadratique. [T, A, L. R.^ s. Ill, v. VII, pp. 2!8-22} 
(1882-83)]. 

1931. B4j. 
PlTTARELLl (Giulio). Intorno alia Nota del sig. S po tt i s w o od e: .Surlcs 
invariants et les covariants d*une fonction transform^ par une substitution 
quadraii^iLie ». Nota I. [R. A, L. /?., s. IV, v. I, pp. 327-531 (iS34-3$)]. 

19}). B4j. 
PITTA HELLU (Giulio). Intorno alia Nota del sig. Spottiswoodc: Sur les 
invariants ct les covariants d*une fonction transform^c par une substitutioa 
quadratique ». Nota II. [R. A, L. /?., s. IV, v. I, pp. 374.380 (1884-85)]. 

1956. B 6c. 
DE PAOLIS (Riccardo). Sulla espressionc di una forma binaria di grade n coo 
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una somnu dl potcnzc «* . [M, A. JL U., s. Ill, v. XJI, pp. 405-413 
(1881-82)]. 

1937. B 7 a 

BATTAGLINI (Giuseppe). Nota suUa quintica binaria. [A. A. L. J?., s. II, v. II, 

pp. 582-591 C1874-75)]. 

1938. B 7 a 

MAISAKO (Giovanni). Sulla forma binaria di quinto ordine. [M, A, L. /?., s. Ill, 
V. XIV, pp. 97.135 (1882.83)]. 

1939. B 7 d. 

MAISANO (Giovanni). La sesiica binaria. [Af. A. L. /?., $. Ill, v. XIX, pp. 9-60 

(1883.84)]. 

1940. B 7 d. 

BRIOSCHI (Francesco). La forma nornule delle eqaazioni del sesto grado. 
Nota L [R, A. L. R., s. IV, v. IV, , pp. ^oi-;os (1888)). 

1941. B 7d. 

BRIOSCHI (Francesco). La forma norma^e delle equazioni del sesto grado. Nota IL 
[R. A, L. /?., s. IV, V. IV,, pp. 485.488 (1888)]. 

1942. B 7 e, B 7 d. 

MAISANO (Giovanni). Alcuni teoremi relativi alle forme binarie di grado qualun- 
que, e loro applicazione alio studio delle radici multiple dell'equazione di 6° 
grado. [r. R. A. L., s. Ill, v. VII, pp. 2}i-232 (1882.83)]. 

X943. B 7 e. 
MAISANO (Giovanni). Sopra due clas>i di forme binarie. [if. A. L, R.^ s. Ill, 
V. XV, pp. 44.56 (1882.83)]. 

1944. B 7 £ 
BRIOSCHI (Francesco). Sulk propriety di una classe di forme binarie. [R, A. L. /?., 
s. IV, V. II, , pp. 302-305 (1885-86)]. 

194$. B 7 f. 

D*OVIDIO (Enrico). Sopra alcuni invariant! simultanei di due forme binarie de. 
gli ordini 5 c 4, e sul risultante di esse. [Af. A. L, /?., s. IV, v. IV, pp. 607- 
623 (1887)]. 

X946. B 8 a. 

BRIOSCHI (Francesco). Sulle condizioni per la decomposizione di una cubica in 
una conica cd in una retta. [M. A. L. /{., s. 11, v. Ill, pp. 89-90 (1875.76)]. 

1 947. B 8 b. 
BRIOSCHI (Francesco). Sulie condizioni chj dcvono csser vcrificate dai parametri 
di una curva del quarto ordine perchd la medesima sia una conica ripetuta. 
[Af. A, L. R.J s. II, V. Ill, pp. 91.92 (1875.76)]. 
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1948. B9d 

PASCAL (Ernesto). Sopra le relazioni che possono sussistcre identicAmente fh 
forinizioni simboliche del tipo iDvariantivo aella teoria generate delle fonne 
algebriche. [M. A. L. R., s. IV, v. V, pp. 375-387 (1888)]. 

1 949. B 10 b. 

SIACCI (Francesco). Nota intoroo alle forme quadratiche. [A. A, L. R., t XXV, 
PP- 339-341 (1871.72)]. 

1950. Ella. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulle forme temarie bilineari. [T. A. L. -R., s. lU, 
V. V, pp. 24-26 (1880-81)]. 

1951. BUa. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulle forme temarie bilineari. [if. ^. JL ^, s. Ill, 
V. IX, pp. 3-16 (1880-81)]. 

1952. BUa. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulle forme quaternarie bilineari. [ T. ^. L, J?., s. Ill, 
V. VI, pp. 40-42 (1881-82)]. 

1953. BUa. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulle forme quaternarie bilineari. [if. A, L. R.^s. HI, 
V. XII, pp. 233-255 (1881-82)]. 

1954. BUa. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sulle forme binarie bilineari. [R. A, L. J?., s. IV, 
V. I, pp. 691-699 (1884-85)]. 

1955. Cla. 

DE GASPARIS. Sopra una riniarchevole relatione che si veriilca in una doppia 
trasformazione di variabili. [T. A. L. R.t s. Ill, v. II, pp. 192-195 (1877-88)]. 

1956. G 2 a. 

GOMES-TEIXEIRA (F.). Sur la determination de la partie alg^brique de I'int^ 
grale des fonctions rationnelles. [R. A, L. R„ s. IV, v. I. pp. 187-188 
(1884-85)]. 

G 2 d. (Vedi n<> 2023). 

1957. G 2 e. 

GOMES-TEIXEIRA (R). Sur i'int^grale J «^/(x) it. [R. A. L. /?,. s..IV.v. 1, 
pp. 278-280 (1884-8))]. 

1958. C2g. 

BRIOSCHI (Francesco). Sopra una formola di trasformazione di integrali mul- 
lipli. [R. A, L. /?., s. IV., V. II,, pp. 111-117 (1885-86)]. 



X959. G 2 h. 
ASCOLI (Giulio). Sul concetto 4i integrale definito. [4. A, L. /?., s. II, v. II, 
pp. 862^72 (1874.7s)]. 

i960. G 2 h. 
SMITH (Heqry J. Stephen), Sur Ics intigrales plliptiqac5 complies. [T, A, L, R,^ 
s. Ill, V. I, pp. 4:»-44 {1876-77)]. 

G 2 h. (V$ii Ti9 2199). 

1961. G21. 

VOLPICELLI (Paplo). Sui criteri d*integrabilit4 delle funzioni dttferensiali. 
[N. L. A., t. IV, pp. 622.668 (18SO.51)]. 

1962. C4. 

RICCI (Gregorio). Sopra c^rti ^isiemi di fuiuiopi. [R, A, ^. R,t s. IV, v. V, 
i^ sem., pp. 1 1 2- X 18 (1889)]. 

1963. C4|>. 

PADOVA (Ernesto). $i)iUe qspressioni invariaWU, [M. 4> L R.f 5. ^V, v. IV» 
pp. 4-17 (1887)]. 

1964.041?, 
RICCI (Gregorio). Sulla ienyg^ione cov^rlante ad \in% fprma quadr^tica diflie. 
renziale. [R. A. L. J?., s. IV, v. Ill, x® sem., pp. x$.i8 (1887)]. 

1965. G4b. 

BIANCHI (Luigi). Sulle forme diiTereqxiali quadratiche ipd^flni^e. \ff, 4- I" ^*» 
s. IV, V. V, pp. S39-603 (1888)]. 

1966. G4b. 

RICCI (Gregorio). Sulla classiHcaaione delle forme differenziali quadratkhe. 
[R. A. L. R., s. IV, V. IV, 1° sem., pp. 203.207 (1888)]. 

1967. G 4 b. 

RICCI (Gregorio).. Oi un puato della teoria delle fonue differeniiali quadraiiahe 
temarie. [R. A, L. R.9 s. IV, v. V, i^ sem., pp. 643-651 (18I9)]. 

1968. D 1, D 1 b a. 

ASCOLI (Giulio). Nuove ricercliQ sulla serie di Fourier, [M. A. In R,t 9. U(, 
V. II, pp. s84-iJSI (l«77''7«)]- 

1969. DI. 

ASCOLI (Giulio). lA cqrva limite di una variety (fata dl curve. [24. A» /«. /{., 
s. Ill, V. XVIII, pp. 521-586 (1882.83)). 

x 970. D 1. 
VOLTERRA (Vito). Sopra le fuoiigni dipepdenli da liqec, I. [R. 4- A. R, K IV, 
V. JU, a** sen?., pp. 225-230 (1887)]. 
Rwd. Cirf. Uat$m,f t. IX, parte 2\— Siampato il 4 ottobre 1895. 8 



I97I. l>l- 
VOLTERRA (Vlto). Sopr* le fuiuiooi dlpendenri da linet IL IR. /I. I L 
i. IV, V. Ill, 1^ sera., pp. i74-a8i (iSS?)]. 

1971. D I a. 
DIN! (Ulltse). Sopra una clisi: di I'untioni finite e coniinue cbe non hinao inii 
uni dcrivatj. [T. A. L. R., %. III. 1. I, pp. 70-73 (1876-77)]. 

197). D I a. 

DINI (Utiite). SjTIc funiioni fmiie contiaue di variabili reili che noo hinaa 
mai derivatc. [T. A. L. R., ». Ill, v, 1, pp. ijo-ijj (1876-77)]. 

1974. D 1 a. 
TONELLI (Alberto). Sulla rappmeolailone antUtica di cene fuoEioni ttagoIvL 
[R. A. L. R.. 1. IV, V. 1, pp. ia4-i]o (i884-8j}|. 

197s. Ola. 
VOLTERRA (Viio). Sopra le fuotiont chc dipeodono da alire fuiuioni. I 
\R. A. L R., s. IV. V. lil. a* sera., pp. 97-10} (1887)]. 

1976. D 1 a. 

VOLTERRA (Viio). Sopta le fuiuioni die dipeadoiio da iilire fuaxioni. IL 
[R. A. L. R.. i. IV, ». HI, a" sem., pp. m-146 {1887)]. 

1977- D 1 ■■ 
VOLTERRA (Viio). Sopra le (unaiooi che dipendoaa da altre fuiuioDl [R. A. L K., 
s. IV, V, HI, a" sent., pp. ijj-ijS (1887)]. 

1978. D 1 a. 

CESARO (Ernesto). Sui concetti di limiic c di conlinuiti. [R. A. L. S.. v IV, 
V. IV. lo sera., pp. IJ-17 (1888)]. 

1979. D 1 a. 
ARZELA (Cejare). Funaioni di 

348 (1889)]. 

1980. Dlb. 

MAINARDI (Gaiparc). Pciwieri intorno van argomcn;!. IV. Imonio ad ui» Kti( 
di Liplace. |M L. A., t. XX, pp. 164-166 (1866-67)]. 



. [H. A. L. K , %. IV, V. V, lOscoi., pp. !1^- 



19S1. Did, D2aY. 

ARZELA (Cewre). Sulla ititegrabiliii di 1 
s. IV. V. I. pp. }2<.}i6 {.884-8;)]. 



. \R. A. i.1 



ASCOLI (Giutio). Sulla rapprescntabiliU di una funiiniie a due vat 

Sine doppia trigonoiiitirica. [Af. A. L. R., a. Ill, v, IV, pp 1J]-)00 (iSyS-rf 



59 

1985. DldSi 
ASCOLI (Giulio). Salle serie trigooomecriche a doe Tariabill [M. A. L. R.t 
$. Ill, V. VIII, pp. 265.519 (1879-80)]. 

1984. D 2 a. 

CESARO (Ernesto). Sar U companisoo des sMes dWergeotes. [R. A. L. R^ 
$. IV, V. IV, lO Sena., pp. iis-118 (1888)]. 

1985. D 2 a. 

CESARO (Ernesto). Sar ane distribution de signes. [R. A. L. R^ s. IV, v. IV, 
2° sem., pp. 153-158 (1888)]. 

198^ D2aY. 
ARZELA (Cesare). Salla integrazione per serie. L [R. A. L. R^ %. IV, v. I, 

PP- S3*-537 (1884-8S)]. 

1987. D 2 • Y* 

ARZELA (Cesare). Salla integrazione per serie. IL [J?. A, L. /{., s. FV, v. I, 

pp. S66-S69 (1884-85)]. 

1988. D 2 b. 

ARZELA (Cesare). Un teorema intomo alle serie di fbnzioni [R, A. l^R^s. IV, 
V. I, pp. 262-267 (1884-85)]. 

1989. D2b. 

ARZELA (Cesare). Sopra una ceru estensione di an teorenu relativo alle serie 
trigonometriche. [R, A. L. /^, s. IV, v. I, pp. 637-640 (1884-85)]. 

X990. D 2 b. 
PINCHERLE (Salvatore). I ststemi ricorrenti di prim*ordine e di secoodo grada 
[R. A. L. R., s. IV, V. V, 1° scnL, pp. 8-12 (1889)]. 

1991. D2b. 

PINCHERLE (Salvatore). Nuove osservazioni sui sistemi ricorrenti di prini*or- 
dine e di secondo grado. [R, A. L, R,^ s. IV, v. V, !<> sem., pp. 525*527 
(1889)]. 

1992. D2ba. 

ASCOLI (Giulio). Sulla serie ^^.n,^*. [M. A. L. R., s. II, v. Ill, pp. 156-159 

(1875.76)]. 

1993. D2ba. 

PINCHERLE (Salvatore). Alcune osservazioni sui polinomi del prof. A p p e 1 1. 
[R. A, L, /?., s. IV, V. 11, 2° sera., pp. 214-217 (1885-86)). 

D2d. (F$di no 21x0). 

1994. D 8 b, D 6 d. 

TONELLI (.\lbcrio). II teorema di Cauchy per le funzioni a piCi valori, 
[R. A. L. R., s. iV, V. I, pp. 785-790 (1884-85)]. 




6o KkptkToRto Bitaroetkvico. 

I99t. D 8£ 

PiWCHERLG (SalviKR). Sal conrronto deth ilntolatitl di Joe funtioai i 
tiche. [R. A. L. R.. %. IV, t. Ill, >° Mm., pp. Jlo-jtj (iSSj)). 

1996. D4. 

PfNCHERLE (Sainton). Sopn unt fonnofi del tig. Hermit e. [R. A. LL. 
.. IV. ». I. pp. 167068 (iMl^i)]. 

1997. D 4 a 

VOLTERRA (Vito). Sullc funiioni «n»!iiiche polidrome: [X. A. L «., t lY, ■ 
». IV. 3" *«Bi, pp. Jis-j6l (1888J]. I 

1998. D4eT. ' 
PIKCHERLE (Salviioce). Ctutruiione di nuove npmsioni analiticfae atuinp- 

preimtire fuiuioni con un numeco infmito di punii singoUri. [R. A. L t, 
1. IV, V. III. 1" wm., pp. i70-i7> (1887)]. 

1999. DttcP. 

DINl (Uliuc). Su una fuiuionc analoga ■ quelU di Gtceo. {U.A.L.R.,i.\\, 
V, m, pp. ia9-lj7 (1875-76)]. 

3000, DBop. 
VOLTERRA (Vito). Sopn uni estentione delta leoria di Ricmaaii sui'« 
funtioai di vatiabili compleiM. 1. [K. A. L R., s. IV, v. til, 1" sem., p 
387 (1887)]. 



1001. D5o 
VOLTERRA (Vito). 
lioni di variabil 
IIS (1888)]. 
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uteaiiooe 
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aoo>. D B c 

VOLTERRA (V«o>. 
lioni dl variibil 
203 (1888)]. 


cotnpk-5ie 


m. [R. A 
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L.R., s. IV, V. IV. 
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100}. D 6 c 
VOLTERRA (Viio). 


Dclle vatiabili 


compl 


S54 n 


gliiperspaxl. |/f 


J.L 


«.,1.IV, 



V. V, 1" wm.pp. Ii8-i6s (1889)!. 

3004. D 6 c p. 
VOLTERRA (Vito), Dellc rariabili complL-55e negli Iperspad. [R. A.L. ff..5.lV, 
V. V, 1" scn\, pp. 191-199 (i88g)]. 

looj. D 5 O p. 
VOLTERRA (Vito). Suite funaioni coniugate. [R. A. L. R., ^ IV, v. V, t" sm.. 
pp. (»*il (1889)]. 




aoo6. D 5 o p. 
VOLTERR A (Vito). Sulle .funzkmi di iperspjzi e sui loro parametri differenzia^S. 
[R. A. L. R,, s. IV, V. V, 1° sem., pp. 650640 (1889)]. 

D 5 d. {Fedi no 1994). 

D60. (F$di n® 1915). 

2007. D 6 o a, IF 3 h. 

BELLA VITIS (Giusto). Sviluppo in strle di funtioni implicite, e rami ioiiniH 
delle curve algebrichew [M. A. L. R^ s. If I, v. V, pp. 45-49 (1879^^)]. 

2008. D 6 e. 

MAGGI (Gian Antonio). Sulla storia delle funzioni cilindriche. \T. A. L, R., s. Ill, 
V. IV, pp. 259-265 (1879-80)]. 

2009. D 6 g. 

SCHLAEFLI (Ludovicb). Verbesserungen und Zusatze zu den Bemerkungen uber 
die L a tn ^ ^chen Fuactionen. (Collectanea mathematica in Memoriam 1D« Ch e- 
lini, p. 277). [M. A. L. /?., s. IV, v. IV, pp. 57-44 (1887)]. 

2010. E 8. 

PINCHERLE (Salvatore). Sopra ccrti integral! defmiti. [R. A. L. R,, $. IV, y. IV, 
I® sem., pp. 100-104 (1888)]. 

201 1. E 6* 

VOLPICELLl (Paolo). Detcrminazione di alcunl integrali defmiti. [K. L. A., 
t. XV, pp. 145-149 (1861-62)]. 

E 6. {ytdi v^ 2551, 2552). 

20X2. F 5. 
BRIOSCHI (Francesco). Sulla origine di ulune equaztoni differenziali lineari. 
[r. A, L. J?., $. Ill, V. VI, pp. 42.47 (1881-82)]. 

2015. F 5 a. 
BRIOSCHI (Francesco). So di alcune formole nella teorica defte funzioni cllit- 
tiche. [T, A, L, R.^ s. Ill, v. II, pp. 11 5-1 18 (1877-78)]. 

2014. F 5 a. 

PITTARELLI (Oiulio). Intbmo alia irasformazionedel differcnzialc ellittico cflet- 
tuata per mezzo della rappresentazionc tipica delle forme binarie di 5" c 4" 
grado. [R. A. L. R., s. IV, v. IV, i© sera., pp. 705.705 fi888)]. 

aoi 5. F 6 d. 

SMITH (Henry J. Stephen). Sur les Equations modulaircs. (Comunicwlonc del 
Socio Cremona). [T. A. L. R^ s. Ill, v. I, pp. 68^ f 1876.77)]. 
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tei6. F5d, F7ap, 118. 
SMITH (Henry J. Stephen). M^moire sur ies ^nations moJulaires. [M.iiLL, 
V. I, s. HI, pp. 136-149 (1876-77)]. 

3017. F6d. 
BRIOSCHI (Francesco). Salla equaaione modulare deirotUTO grada IT.A.LI, 
$. Ill, V. Ill, pp. 45.47 (1878.79)]. 

2018. F 5 d. 
KLEIK (Felice). Sulla risolvente di ii** grado deirequaaiooe modolare di if 

grado. [T, A. L. If., s. III, v. Ill, pp. 177-178 (1878-79)]. 

2019. F 6 d. 
BRIOSCHI (Francesco). Sopra una propriety della ridotu deirequaziooe modi- 

larc di otuvo grado. L \K. A. L. R., s. IV, v. I, pp. 514-516 (18844$)]. 

2020. F 6 d. 

BRIOSCHI (Francesco). Sopra una propriety della ridotta della equazione moda- 
larc dell'oiuvo grado. II. [R. A. L, /?., $. IV, v. I, pp. 583-586 (1884.85)]. ' 

F7ap. (Keif no 2016). 

2021. F8b. 

MAINARDI (Gaspare). Pensieri intorno a var! argomenti. II. Su la risoloiiooe 
delle equazioni algebriche. [N. L. A.^ t. XX, pp. 160.163 (1866.67)]. 

2022. F 8 b. 

BRIOSCHI (Francesco). Sopra alcuni recenti rbultati ottenuti dal sig. Rleio 
nella risoluzione delle equazioni del quinto grado. [T. A. L. /{., s. Ill, ▼. Ii 
pp. }i-}4 (1876.77)]. 

2023. F8f, G2d. 

CATALAN (Eughie). Sur quelques questions relatives aux fonctions elliptiqoes. 
(NT. L. A,, t. XX, pp. 17X.180 (186667)]. 

2024. F 8 h. 

PADOV.<\ (Ernesto). Una nuova applicazione della teoria delle funzioni ellitticbe 
alia nicccanica. \R, A. L. /?., s. IV, v. IV, i« scm., pp. 507-509 (i8S8)|. 

2025. G2bac. 

VOLTERRA (Vito). Sopra una propriety di una classe di funzioni trascenilcntl 
[R. A, L, R.y s. IV, V. II, 2° sem., pp. 211-214 (1885.86)]. 

2026. G 3 a. 

BRIOSCHI (Francesco). Le relazioni algebriche fra le funzioni iperellitticbe del 
primo ordine. [T, A. L. R,, s. Ill, v. VII, pp. 137.140 (1882-83)]. 

2027. G 8 a. 

BRIOSCHI (Francesco). Sullc funzioni sigma iperwllittiche. [R, A. L. /?.i s, IV| 
V. Ill, 1° sem., pp. 245.250 (1887)]. 
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2028. G 8 a. 

BRI03CHI (Francesco). Sulle funrioni sigma iperellittiche. [R, A, L. i?., s. IV, 
V. Ill, 1° sera^ pp. 31 1-3 1 5 (1887)]. 

2029. G 8 a. 

BRIOSCHl (Francesco). Le equazioni differenziali pei periodi dellc funzioni ipe* 
rellittiche a due variabili. I. [R, A, L. J?., s. IV, v. IV, 2° sem., pp. 341-347 
(1888)]. 

2030. G 3 a. 

BRIOSCHI (Francesco). Le equazioni differenziali pei periodi delle funzioni ipe- 
rellittiche a due variabili. II. [R. A. L. /{., s. IV, v. IV, 2° sem., pp. 429-436 
(1888)]. 

2031. G8i 

BRIOSCHI (Francesco). Sulla cspressione per serie delle funzioni iperellittiche a 
due variabili. [R, A. L, R, s. IV, v. II, \^ sem., pp. 199-203 (1885-86)]. 

2032. G3L 

BRIOSCHI (Francesco). Sulla cspressione per serie delle funzioni iperellittiche a 
due variabili. [R. A, L. R., s. IV, v. II, i® sem., pp. 215-221 (1885-86)]. 

20)3. G3i. 
BRIOSCHI (Francesco). Sullo sviluppo in serie delle funzioni sigma iperellittiche. 
[Af. A. L. /?., s. IV, V. VI, pp. 471-484 (1889)]. 

2034. G 4 a, M' 6 k «. 

BRIOSCHI (Francesco). Sulla bissezione delle funzioni iperellittiche di prinu 
specie, c sul problema geometrico corrispondente. [A. A, L. J?., t XXIV, 
pp. 47-48 (1870-71)]. 

2035. G4b. 

BRIOSCHI (Francesco). Sulla trasformazione delle funzioni iperellittiche del primo 
ordine. [R, A. L, R., s. IV, v. I, pp. 315-318 (1884-85)]. 

2036. G4b. 

BRIOSCHI (Francesco). Le equazioni modulari nella trasformazione del terzo or- 
dine delle funzioni iperellittiche a due variabili. [R. A, L. R.<, s. IV, v. I, 
pp. 769-773 (1884-85)]. 

2037. G4b. 

BRIOSCHI (Francesco). I nuovi moduli per le funzioni iperellittiche a due varia- 
bili. [R, A, L, /?., s. IV, v. If, 1° sem., pp. 159-164 (1885-86)]. 

2038. G 6 a. 

MASCHKE (H.). La risoluzione della equazione di sesto grado. (Estratto di una 
Icttera al Socio B r i o sc h i). [R. A, L. /?., s. IV, v. IV, i^sem., pp. 181-182 
(1888)]. 




1041. H 2 b. 
CASORATt (Felice). Nuava tt-^tu delle toliuioni tlngoliri di^l« 

rCDiiali di prime online e iccondo grado tra due vuiabili. [U, ^. L tt 

t. (I. V. m, pp. 160.167 (1875-76)]. 

1041. Bab. 
CASORATI (Felice). Kou conceraeote la teoria delle saliuioai lingoUti ddlc 
equaiiooi algcbrico^ltflereniiaH di primo ordinc c tccondo gtido. [U. .1. 1. K., 
t. Ill, V. Ill, pp. 171-176 (1378-79)]. 

104). H 3 o a. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sutl'cquu 
V. IV, pp. 49-iO (1879-80)]. 

3044. H 3 o ^ 
CASORATI (Felice). Ricerche tulle cquuioni dtflcrauialt a ptiiniliva ^crIc 
algcbrica. \T. A. L. R., ». Ill, v. 1, pp. iSyiig (1876-77)]. 

1045. H 9 O p. 

RATTAGUNI (Giiiieppc). SuM'equuiODe JitTereniiale ellitiica. [M. .1. L H.. 
1. Ill, V. V, pp. io.i7 (1879-80)]. 

1046. H a c ^. 

BATTAGI.INI (Giuseppe). Intomo ad un'»pplica»ionedelU teoria delleform; bi- 



le diflcretuiale critii^a. [ T. .1. L. H-, 1. HI. 



narie quad ratiche all 'iniegruionedel I'oqua 
s. IV. V. I, pp. 6n-6>7 (1384-8;)]. 
1047. H4. 
BESSO(D.ivide}. AleunapropoiiiionisuUeequazio 
%. Ill, V. X, pp a;a-a;8 (1880-81)]. 

3048. H 4. 

BESSO (Divide). Sul prodoito di piCi soluiioni 
reutijle tlneire eJ omogenca, e special tneiti 
particoiari dall'equtiione diRereniiale liaeare ed omogttiea del teri'orJin' 
[M. A. L. «., s. Ill, V. XIV, pp. ).|j (1881^3)]. 

3049. H 4 8. 
VOLTERRA (Viio). Sulle equaiiooi differonziali lineaci. [R. A. 

V. Ill, 1" sem., pp. J9)-J96 (1887)]. 



iedifrereiuialeeilinica.[X. ^.LR.< 



i diH^renEiali lineari. [U. A. IX. 



particoUri (l*un'«iuu!iai)e di"'' 
c tul pradoito di due soluii'x" 
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2050. H 4 g. 

CASORATI (Felice). Sulle equazioai differenziali linear!. [71 A. L. R,, s. Ill, 
V. VI, pp. 121-124 (1881-82)]. 

2051. H 4 i, HBjo. 

BESSO (Davide). Di alcune propriety dell'equazione difFerenziale lineare, non 
omogenea del second'ordine. [Af. A. L. R„ s. Ill, v. XIV, pp. 40-45 (1882-83)]. 

2052. H 5 c. 

BRIOSCHI TFrancesco). Sopra uaa classe di equazionidiflferenziali integrabili per ' 
funzioni eilittiche. [T. A, L. R.^ s. Ill, v. IV, pp. 241-246 (1879-80)]. 

2053. HBdoc. 

BIGIAVI (Carlo). SuIIe equazioai difFerenziali liaeari. [R, A, L. /?., s. IV, v. V, 
i« sem., pp. 6si-6$7 (1^89)]. 

2054. H 6 £ 

BESSO (Davide). Intorno ad un'equazione differenziale ipergeometrica. [T. A, L. /?., 
$. Ill, V. VII, pag. 230 (1882-83)]. 

2055. H6£ 

BESSO (Davide). Sopra una classe di equazioai del sesto grado risolubili per 
serie ipergeometriche. [Af. A. L. R., s. Ill, v. XIV, pp. 30-39 (1882-83)]. 

2056. H 5 f, A 3. 

BESSO (Davide). SuU'equazione del quinto grado. [Af. A. L R., s. Ill, v. XIX, 
pp. 232-244 (1883-84)]. 

2057. H 6 foe 

PINCHERLE (Salvatore). Sulle funzioai ipergeometriche general izzaie. I. [R. A, L. /?., 
s. IV, V. IV, 1° sem., pp. 694-700 (1888)]. 

2058. H5fa. 

PINCHERLE (Salvatore). Sulle funzioai ipergeometriche genera lizzate. II. [/?. A, L. /?., 
$. IV, V. IV, 1° sem., pp. 792-799 (1888)]. 

H6foc {Vedi no 1919). 

2059. H 5j. 

BESSO (Davide). Sopra una classe d*equazioai difFerenziali lineari del quart'or- 
dine, iniegrabili per serie ipergeometriche. [Af. A. L. R., s. Ill, v. XIX, 
pp. 24 5-2 so (1883-84)]. 

2060. H5j. 

BESSO (Davide). Di una classe d'equazioni differenziali lineari del terz'ordine, 
integrabili per serie ipergeometriche. [Af. A, L. /?., s. Ill, v. XIX, pp. 251-252 
(1883-84)]. 

Rend, Circ, Matem,^ L IX, parte 2\ — Stampato il }8 ottobre 1895. 9 
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2061. H6j. 

BESSO (Davide). Sopra aoa classe d'cqaaiiooi difiecenxUli linemri del q1UffQ^ 
dine e suirequaxione del quinto grado. I. [R. A, L. U., s. IV, y. I, 
pp. 185-186 (1884-85)]. 

2062. H 6 j. 

BESSO (Davide). Sopra una classe d*equazioai difTerensialt lioeari del qaarfofdio^ 
e sull'oquazione del quinto grado. II. [R, A. L, R^ s. IV, v. I, pp. S))- 
2J7 (1884.85)1. 

206). H 5 j (X. 
BESSO (Davide). Di alcune propriety deirequazione difTerenziale lineareedom)- 
genea del second*ordine e di a'cune equazioni algebriche. [Af. ^. L. iL s. Ill, 
V. XIV, pp. 14-29 (1882-83)). 

2064. H 5J 3t. 

BESSO (Davide). Sul prodotto di due soluzioni di due equazioni difierenziali li- 
near! omogence del secondo ordine. [Af. A. L, R,^ s. III» v. XIX, pp. 219-231 
(1883-84)]. 

2065. H 6 j ou 

BBSSO (Davide). Sopra una classe d*equaxioni difFerenaiali liaeari del secoiid*o^ 
dioe e sulPequazione del quinto grado. |^. A, L. R.^ s. IV» ▼. II, 1* saa, 
PP- 593-597 (1885.86)]. 

H6ja. (Fidi nO 2051). 

2066. H 6 a. 

VOLPICELLI (Paolo). Sulla integrizione delle equazioni difiereasiali di primo 
grado ed ordine, a tre variabili. [N. L, A,^ t. I, pp. 108*124 (iS47^)}. 

2067. H 6 b. 

BI ANCHI (Lulgi). Sui sistemi di equazioni linear! ai difiercnziali totali. [R. A, L R.y 
s. IV, V. V, i<> scni., pp. 312-323 (1889)]. 

2068. H 7. 

FAVERO (Giovanni Battista). De aequationum difTerentlalinm partitlium natura 
disquisitiones qusedam analytical. [Af. A, L. R,y s. Ill, v. VIII, pp. 217-239 
(1879-80)]. 

2069. H 7 a. 

RICCI (Gregorio). Sui sistemi di integral! indipendeoti di una equaskme Itneare 
edomogenea a derivate parziali di i^ ordine. I. [R, A. L, R.^ s. IV, v. II, 
»• fem.» pp. 119-122 (1885-86)]. 

« 

aoTa H 7 a. 

RIOCI (Gre^rio). Sui sistemi di intcgrali indipendenti di una eqiuiiooe linarc 
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ed omogenea a derivate parziali di i^ ordine. II. [R. A, L. R,^ s. IV, v. II, 
a^ sem., pp. 190-194 (1885-86)]. 

2071. H 8. 

BESSO (Davide). Di alcune equazioni alle derivate parziali del prim*ordiae. 
[R. A. L. R., s. IV, V. Ill, 2° sem , pp. 158-160 (1887)]. 

2072. H 9 d. 

VOLTERRA (Vito). Integrazione di alcune equazioni differenziali del secondo 
ordioe. [R. A. L. R., s. IV, v. I, pp. 303-306 (1884-85)]. 

2073. H 9 d. 

BIANCHI (Luigi). Sopra una classe di trasformazioni in s& medesime d^Ila cqua- 
zione a derivate parziali: 

1" :: — I ^a I — i" = cost. 
^+P* + f 

[R, A, L, R,y s. IV, V. IV, 1° sem., pp. 445-452 (1888)]. 

2074. H 9 d. 

TONELLI (Alberto). Sopra una certa equazione difFerenciale a derivate parziali 
del %^ ordine. [R. A, L. R., s. IV, v. IV, 2® sem., pp. 384-388 (1888)]. 

2075. H 9 d. 

BIANCHI (Luigi). SuUe equazioni lineari a derivate parziali del 2^ ordine. 
[R, A. L, R,^ s. IV, V. V, 2° $era., pp. 35-44 (1889)]. 

2076. H 9 £ 

TONELLI (Alberto). Sopra una classe di equazioni differeoziali a derivate par- 
ziali di ordine m. [R. A, L. /?., s. IV, v. V, 1° sem., pp. 178-185 (1889)]. 

2077. H 9 £ 

TONELLI (Alberto). Alcune formule relative a certe equazioni differenziali a de- 
rivate parziali di ordine m. [R. A, L. /?., s. IV, v. V, i® sem., pp. 508-5x4 
(1889)]. 

2078. H 9 h. 

BIANCHI (Luigi). Sulle soluzioni corauni a due equazioni a derivate parziali del 
2!* orJine con due variabili. Nota I. [R. A. L, R,^ s. iV, v. II, 2° sem., 
pp. 218-223 (1885-86)]. 

2079. H 9 h. 

BIANCHI (Luigi). Sulle soluzioni coniuni a due equazioni a derivate parziali del 
2** ordine coo due variabili. Nota II. [R, A, L, /?., s. IV, v. II, 2® sem., 
pp. -237-241 (1885-86)). 
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2080. H 9 h. 

BIANCHI (Luigi). Sulle soluzioni comuni a due equazioni a derivate parziali del 
2° ordine a due variabili. Nota III. [R. A, L. R,, s. IV, v. II, 2^ sem., pp. 307- 
310 (1885-86)]. 

H U o. (Ftdi no 2340). 

2081. H 12 a, H 12 h. 

CASORATI (Felice). II calcolo delle differenze finite interpretato e accresciuto di 
nuovi teoremi, a sussidio principaltnente delle odierae ricerche basate sulla 
variability complessa. [M. A. L. /?., s. Ill, v. V, pp. 195-208 (1879-80)], 

2082. H 12 b. 

BESSO (Davide). Di alcune propriety delle equazioni lineari omogenee alle dif- 
ferenze finite del 2° ordine. [R. A, L. /?., s. IV, v. I, pp. 381-383 (1884-85)]. 

2083. H 12 g. 

MAINARDI (Gaspare). Pensieri intorno a vari argomenti. V. Integrazione delle 
equazioni lineari a differenze Hnite. [N. L.A.yi, XX, pp. 167-169(1866-67)]. 

H 12 h. iFedi n^ 2081). 

2084. 12, 113 £ 

VOLPICELLI (Paolo). Alcune ricerche relative alia teorica dei nuraeri. [N, L. A.y 
t. VI, pp. 77.119 (1852-53)]. 

2085. I 2. 

HENRY (Charles). Sur quelques propositions incites de Per mat. [T.A,L,R,i 
s. Ill, V. VII, pp. 39-40 (1882-83)]. 

I 3 a. (Fedi n^ 2086). 
I 3 b. (Fedi no 1914). 

2086. I 7 b, 13 a. 

BELLAVITIS (Giusto). Sulla risoluzione delle congruenze numeriche, e sulle ta- 
vole che d4nno i logaritmi (indici) degli interi rispetto ai vari moduli, 
[if. A. L. /?., V. I, s. Ill, pp. 778-800 (1876-77)]. 

2087. 1 10. 

VOLPICELLI (Paolo). Sugli spezzamenti diversi che pu6 subire un dato numero, 
tutti ad una stessa legge di partizione subordinatL [N. L. ^., t. X, pp. 43-51; 
122-131 (1856.57)]. 

2088. 111. • 

CESARO (Ernesto). Intorno a taluni determinanti aritmetici. [R, A, L, R,f s. IV, 
V. I, pp. 709-711 (1884-85)]. 
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2089. I u. 

CESARO (Ernesto). Nuovo studio di determinanti aritmctici. [R. A. L. R.^ s. IV, 
V. I, pp. 71 1-71 S (1884-85)]. 

2090. 111. 

CESARO (Ernesto). Formes alg^briques d liens arithm^tiques. [R. A. L, i?., s. IV, 
V. II, 2° sein., pp. 56-61 (1885-86)]. 

2091. 111. 

CESARO (Ernesto). Sur les systferoes de nombres entiers. [R, A. L, U., s. IV, 
V. IV, 1° sem., pp. 457-462 (1888)]. 

2092. lUc. 

CESARO (Ernesto). Sur les lois asyinptotiques des nombres. [R. A. L. /?., s. IV, 
V. IV, 1° sem., pp. 452-457 (1888)]. 

2093. 119. 

FRATTINI (Giovanni). Estensione ed inversione d'un teorema d'aritmetica. 
[R. A. L. «., s. IV, V. II, 1° sem., pp. 132-135 (1885-86)]. 

1 12. i^edi qo 21 18). 

113. (Vedi qo 2016). 
113 b a. (f^edi n^ 2103). 

2094. 1 13 b a. 

VOLPICELLI (Paolo). Sulla legge dello spezzamento in due quadrati, praticato 
su qualsiasi potenza di qualunque numero, similmente spezzabile una sol 
volta. [N. L, A,y t. Ill, pp. 1-6 (1849-50)]. 

2095. 1 13 b a. 

VOLPICELLI (Paolo). Dimostrazione delle formule date dal celebre Gauss, 
per determinare in quante somme, ognuna di due quadrati, pub spezzarsi ua 
intero. [Nl L. A.y t. IV, pp. 22-31 (1850-51)]. 

2096. 1 13 b a. 

VOLPICELLI (Paolo). Alcune conseguenze delle formule di Gauss, diniostrate 
nella sessione precedente. [Nl L. A,^ t. IV, pp. 71-81 (1850-51)]. 

2097. 1 13 b a, 1 19 a. 

VOLPICELLI (Paolo). Nuova generale soluzione della 

e sue conseguenze. [N". L. A,y t. IV, pp. 124-140; 346-377 (1850-51)]. 

2098. 1 13 b a. 

VOLPICELLI (Paolo). Sullo spezzamento numerico in somme ognuna di due 
quadrati. [N. L, A.^ t. IV, pp. 508-510 (1850-51)]. 



ao99> II3b«. 
VOLPICELL: (7ao3o>. SoteioM algeWka della: 

x' + J* = ('*+**)*. 
esseaio I =^ issero yialgnyie. [V. L. ^^ t. V, pp. 315-}$* (i^$>*52)]> 

iioo. II3bx. 
VOLPICFI II (Paolc). RettiScsziooe ddle fonoole per assegnare il namcro delie 
sonsme, ogssna ci djc qaadnti, nelle qoali un mtero pii6 spczsanL[N. LA^ 
L V, pp. 52A-S5) <itsi-sa>. 

2101. I13£ 
RICHAUD (C&simirV Sor !a r£solatioQ dcs fqnations : 

[V. L. J^ L XIX, pp. 177-182 (186S-66)]. 
I13£ (FiA' ni 2084. 2107). 

2102. I IB o. 
BIANCHI (Luigi). SuIV forme qnadratiche a coeffidcntl e a indeierixiinate com- 
plesse. [R. A, L, R.^ s. IV, t. V, i« senu, pp. S^S99 (1889)]. 

2105. I19a, IlSbx^ 

VOLPICELLl (Paolo). Sulla generale solonone in interi delle: 

x'+7* = C x« + 7* = ?'. 
l^. L A., L IIU pp. 17-^6 (1 849- SO)). 

2104. 119 c. Ale 
GENOCCHI (Angelo). Intorno ad alcone sotnme di cubL [M L. A^ t XIX, 
pp. 45- SO (1865-66)1. 

21O). 1 19 c. 
RICHAUD (Casimir). Sur un probl^me ioditermiii^ [V. L. --/., t. XIX, pp. 183. 
186 (i86$-66)l. 

210S. 1 19 c, Ale 
CATALAN (Eugtec). Note sur un problhne d'analyse tnd^ermin^e. [N. L A^ 
t. XX, pp. 1-4 (1866-67)]. 

2107. 119 c, I13£ 

CATALAN (Eugene). Rectification el addition i, la « Note sur un problfcme dV 
nalyse ind^ierminte ». [K L. A., t. XX, pp. 77-80 (1866-67)]. 

2108. 1 19c, Ale. 

RICHAUD (Casimir). Note sur la resolution dc Tiquation: 

IN. L. A., t. XX, pp. 91-1*0 (1866.67)]. 
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2109. 119 c. 

FR ATTINI (Giovanni). Intorao ad un teorcma di L a g r a n g e. [i{. ^. L. /?.» s. IV, 
V. I, pp, I36-I42 (1884-85)]. 

2110. 1 23 a, DSdL 

PINCHERLE (Salvatore). Alcuni teoremi sulle frazioni continue. [R. A, L, /?., 
s. IV, V. V, 1° sem., pp. 640-64} (1889)]. 

2111. J 2 e. 

PIZZETTI (Paolo). Un teorema relaiivo all'errore medio di una funzione di quan- 
liti determinate dall'esperienza. [R, A. L. /?., s. IV, v. 11, 1° sjm., pp. 597- 
601 (1885.86)]. 

21 12. J 2 e. 

PIZZETTI (Paolo). Sulla compensazione delle osservazioni secondo il metodo 
dei minimi quadrati. I. [R, A, L. /?., s. IV, v. Ill; 2° scm., pp. 230-235 

(1W7)}. 

21 1 3. J 2 e. 

PIZZETTI (Paolo). Sulla compensazione delle osservazioni secondo il metodo 
dei minimi quadrati II. [R. A. L, /?., s. IV, v. Ill, 2° sem., pp. 288-293 
(;887)]. 

2114. J 2e. 

PIZZETTI (Paolo). Sopra una general izzazione del principio della media aritme- 
tica. \R, A. I. R,y s. IV, v. V, i© sem., pp. 186-191 (r889)]. 

21 1 5. J 2 e. 

PIZZETTI (Paolo). Sopra una certa formula esprimente la probability degli er- 
rori di osservazione. [/?. A. L, /?., s. IV, v. V, i<»sem., pp. I9i-i99 (18S9)]. 

2116. J 2e. 

PIZZETTI (Paolo). Sopra il calcolo dell'errore medio di un sistemadi osserva- 
zioni. [/?. A. L. R,y s. IV, V. V, 1° sem., pp. 740-744 (1889)]. 

21 17. J2 e. 

PUCCl (Enrico). Sul modo di ricercare la vera cspressione delle leggi della na- 
tura dalle curve empiriche. [M. A. L, /?., s. IV, v. VI, pp. 316-327 (1889)]. 

2118. J 4, 112. 

FR ATTINI (Giovanni). Intorno alia generazione dei gruppi d*operazioni e ad un 
teorema d'Aritraetica. [/?. A. L /?., s. IV, v. II, i« scm., pp, 16-19 (1885-86)]. 

2119. J 4. 

CESARO (Ernesto). Intorno a taluni gruppi di operazioni. \R, A, L, R,^ s. IV, 
V. II, 2° sera., pp. 35-39 (1885-86)]. 
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2130. J 4 a. 
FRATTINI (Giovanni). Inrorno ad alcunc proposizioni della teoria delle sosti- 
tuzioni. [M. A, L. R.y s. Ill, v. XVIII, pp, 487-S13 (1382-83)]. 

2121. J 4 a. 
CAPELLl (Alfredo). Sopra la composizione dei gruppi di soscituzioni. [Af. A. L. /?., 
s. Ill, V. XIX, pp. 262-272 0883-84)). 

2x22. J 4 a. 
FRATTINI (Giovanni). I gruppi a k dimension!. [T. A, L. If., s. Ill, v. VIII, 
pp. 260-264 (1883-84)]. 

2123. J 4 a. 

FRATTINI (Giovanni). Intorao alia generazionc dei gruppi di operazioni. I. 
• [R. A. L. R., s. IV, V. I, pp. 281-285 (1884-85)]. 

2124. J 4 a. 

FRATTINI (Giovanni). Intomo alia gencrazione dei gruppi di operazioni. II. 
[R. A. L. R., $. IV, v. 1, pp. 455-456 (1884-85)]. 

2125. J4a«. 

FRATTINI (Giovanni). I gruppi transitivi di sostituzioni delPistesso ordine e 
grada [AT. A. L. R,, s. Ill, v. XIV, pp. 143-172 (1882-83)]. 

2126. J 4 c. 

SPINA (Carlo). Sul nutnero dei valori delle funzioni algebriche razionali le quali 
contengono un dato numero di lettere; e come si possano formare le fun- 
zioni algebriche razionali per le quali esiste un dato numero di valori quan- 
do si permutano le lettere fra loro. [V. L. A,^ t. XXI, pp. 182-238 (1868)]. 

2127. K 6b, O 6ra. 

TORTOLINI (Barnaba). Sopra un nuovo sistema di variabili introdotte dal 
sig. Ossian Bonnet nello studio delle propriety delle superficie curve. 
[N L. A., t. XXII, pp. 272-187 (1868.69)]. 

2128. KUe, K18g, Kiabp. 

LUCAS (£douard). Sur un principe fondamental de g^om^trie et de trigonome- 
tric, [if. A, L, R., s. Ill, V. II, pp. 449-456 (1877-78)]. 

A129. K14c. 
UZIELLI (Gustavo). Studi di Cristallografia teorica. [if. A. L. R., v. I, s. Ill, 
pp. 437-480 (1876-77)]. 

K18g. (K#<tf qo 2128). 

31 30. L* 1 o, 4 a. 

VERONESE (Giuseppe). N'uovi teoremi snWHexagrammum MysUcum. [M. A. L. /?., 
V. 1, 5. Ill, pp. 649-703 (1876-77)]. 
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CREMONA (Luigi). Teoretni stereometrici dai quali si deducono le proprietii 
deiresagramrao di Pascal. [M. A, L. /?., s. Ill, v. I, pp. 854-874 (1876-77)]. 

L'lo. (f^edi no 2165), 
L'Sa. (Fedi n^ 2133). 

2132. L' 15 f, M'6i. 

TORTOLINI (Baraaba). SuITequazione della curva piaoa, luogo geometrico di 
un punco tale, dai quale condotte due tangenti ad ua*ellissi data, l*angoIo 
delle medesime sia costante. [N. L. A.^ t. I, pp. 125-129 (1847-48)]. 

2133. L'15f, L'6a. 

TORTOLINI (Barnaba). Soluzione di due problemi di g„*ometria analitica, pro- 
posti negli Annali di Matematica del sig. T e r q u e m nei fasc. di maggio 1850 
pag. 181 e di febbrajo 1850, pag. 53. [N, L. A., t. Ill, pp. 55*60(1649*50)]. 

2134. L' 16 a. 

CAVALIERI SAN BERTOLO (Nicoli). Soluzione di un problema di geometria 
analitica, dalla quale si deduce una notevole propriet4 delTiperbnle apol- 
loniana. [N. L. W., t. XIX, pp. 101-107 (i865»66)]. 

2135. L' 17, P2d. 

BATTAGLINl (Giuseppe). Nota intorno alia conica rispetto alia quale due co- 
niche date sono polari reciproche. [A, A. L. U., t. XXV, pp. 195-202 
(1871.72)]. 

2136. L' 17 a. Ql. 

BATTAGLINl (Giuseppe). Nota sul rapporlo anarmonico sezionale e tangenziale 
delle coniche. [A, A. L. /?., t. XXVI, pp. 566-576 (1873)]. 

2137. L' 19. 

VOLPICELITI (Paolo). Ricerche analitiche relative al luogo geometrico dei punti 
di tangenza, fra uno, e due sistemi di parallele, con una serie di coniche 
omofocali. [-V. L. A., t. XIX, pp. 26-37 (1865-66)]. 

2138. L' 19. 

VOLPICELLI (Paolo). Ricerche analitiche relative al geometrico luogo, tanto dei 
punti di tangenza fra uno, e due sistemi di parallele, con una serie di co- 
niche omofocali; quanto dei punti di intersecazione delle tangenti parallele 
di un sistema colle rispetlive dell'altro. [N. L. A.^ t. XIX, pp. 53-82; 149- 
171; 219-243; 268-305 (1865-66)]. 

2139. L' 2e. 

CAVALIERI SAN BERTOLO (Nicola). Intorno alle curve pian«,che possono e$- 
sere comprese nella superficie del cono. [N, L, A.^ t. XII, pp. 173-180 
(1858-59)]. 

Rend. Circ, Hdtem.^ t. IX, parte 2\ — Stampato il 28 ottobre 189^. iq 
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LUOa. {Vtdi n» ai40). 

2140. L' 12. L>10a. 

TORTOLIMI (Baraaba). Sulla determinazione della linea geodetica descritta sulla 
superlicie di un ellissoide a tre assi disuguali secoado il metodo del Giv. J a- 
c o b i, da esso dato nelle sue lezioni di Meccanica airUniversiti di Koeaigs* 
berg. [U. L, A.^ t. IV, pp. 287-324 (iSso-sO]. 

L* 17 c. (Fedi n« 2223). 

LM7g. (Fedi n^ 2250). 

2141. M'l, M>4d. 

BERTINI (Eugenio). Una propriety delle curve di ordine n con un puato (n — 2)pK 
[T. A, L, R., $. in, V. I, pp. 92-9S (1876-77)]. 

2142. Vlb. 

GUCCIA (Giovanni Battista). Sulla classe e sul numero dei flessi di una curva 
algebrica dotata di singolarit4 qualunque. [R. A. L. R, s. IV, v. V, 1^ sem., 
pp. 18-2$ (1889)]. 

2143. V 1 c, WB g. 

DE PAOLIS (Riccardo). Alcune applicaiioni del la teoria generate delle curve 
polari. [Af. A. L. R„ s. IV, v. Ill, pp. 265-280 (1885-86)]. 

2144. M* 2 a. 

PITTARELLI (Giulio). Studio algebrico-geometrico intorno alia corrispondenza 
(I, 2). [if. A. L. R., $. IV, v. Ill, pp. 375.400 (1885-86)]. 

2145. V a a, IF B a. 

^^^^ • 

PITTARELLI (Giulio). Le cubiche con un punto doppio e la corrispondenza 
(i, 2). [M. A, L. R., s. IV, v. in, pp. 401.416 (1885.86)]. 

2146. M' 2 a a. 

DE PAOLIS (Riccardo). Sulle involuzibni projettive. [R, A. L. R., s. IV, v. II, 
2® sem., pp. 335-337 (1885.86)]. 

2147. M' 2 CQC 

CASTELNUOVO (Guido). Numero delle involuzioni razionali giacenti sopra una 
curva di dato genere. [R, A. L. R., s. IV, v. V, 2° sem., pp. 130-133 (1889)]. 

2148. M' 2 d, M' B e p. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Sui punti sestatici di una curva qualunque. Nota I. 
[R. A. L. R., s. IV, v. IV, 2® sem., pp. 238-246 (1888)]. 

M' 2 g. {Fedi n^ 2252). 

W 3 h. (Vedi a^ 2007). 



■H 


1 


1 


■ 


1 


n 


^H WAd.iVtdin'^ 


1141). 








1 


^^r WHa. (Ftdi qo 


>U1)- 








^j 


^V irse^ (»Wi E 


," J148). 








■ 


ai49. H' 6 g. 
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^B 3150. H' Si. 
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ni reciproci ^| 


at S5. M'la 










M 


JUNG (Giuseppe). Sui sisteir 
[R.A. L. R., s. IV, V. 1, pp 


li Cremoniani reciptoc 
. 77J-774 Ci884-Bs)J. 


i di grado rr. 


r. Nota 


1 


ais6. M'la. 












JUNG (Giuseppe). Sui sistenii Cremoniani rectproci 
[R. A. L. R., s- IV. V. I, pp. 8io-8ia (1884-8;)]. 


di grado m. 


Nota 


1 


1157. H'la. 

JUNG (Giuseppe), SuHe superficie generaie d 

pp. 8}-89 (i88i-86)]. 


a ire ii%ti 
i. [R. A. , 


rmi deducibili 
L. R., i. IV. V. 


I'uno 1 
II, i^se 

■ 
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2158. irib. 

GUCCIA (Giovanni Battista). Su una propriety delle ^uperHcie algebriche dotate 
di singolariti qualunque. [R, A, L. /?., s. IV, v. V, 1° sem., pp. 349-353 
(1889)]. 

2159. M* lb, P 4g. 

GUCCIA (Giovanni Battista). Sulla intcrsezione di tre superficie algebriche in 
un punto singolare e su una questionc relativa aUe trasformazioni fazionali 
nello spazio. [R. A. L, U., s. IV, v. V, 1° sem., pp. 456-461 (1889)]. 

2160. M'lb. 

GUCCIA (Giovanni Battista). Nuovi teoremi sulle superficie algebriche dotate di 
singolariti qualunque. [R. A. L, /?.,s. IV, v. V, i^sera., pp. 490-497 (1889)]. 

2161. M>ah. 

FIERI (Mario). Sulle normal] doppie di una superficie algebrica. \R. A. L, R., 
s. IV, V. II, 2° sem., pp. 40-42 (1885-86)]. 

2162. M' 3. 

D£ PAOLIS (Riccardo). Ricerche sulIa superficie del terzo ordine. [Af. A. L. /?., 
s. Ill, V. X, pp. 123-160 (1880-81)]. 

2163. M' 3 b. 

BRIOSCHI (Francesco). Sopra una propriety dei piani tritaogtmi ad una super* 
ficie cubica. [M. A. L. /?., s. II, v. Ill, pp. 257-259 (1875*76)]. 

M>3bp. {Fedi n^ 21 31). 

M* 4 d. (Fedi no 2246). 

2164.' M> 4 f, M'S^e. 
CHIZZOKI (Francesco). Sopra una certa famigMadi superficie checomprende una 
nuova famiglia di ciclidi. [R. A. L. /?., s. IV, v. II, 1° sem., pp. 476-482 
(1885.86)]. 

2165. H> 4 k, L'lo, g4a. 

CAPORALI (Ettore). Sopra i piani ed i punti siugolari della superficie di 
Kummer. [M. A, L. /?., s. Ill, v. II, pp. 791-810 (1877-78)]. 

M* e. (Fedi n^ 2254). 

2166. M» 7 a. 

SEGRE (Corrado). Intorno alia geometria su una rigata algebrica. [R, A. L. R,, 
s. IV, V. Ill, 2« sem., pp. 3-6 (1887)]. 

2167. M»7cp, M'7b. 

CHiZZONI (Francesco). Sulle superficie e sulle linee che si otteogono come Iao> 
go o come inviluppo delle rctte congiungenti i punti corrispondenti di duo 
curve oniografiche plane. [M. A. L. R., s. Ill, v. Ill, pp. 69-116(1878-79)]. 



2x68. M' 8 b. 
VISALLI (Pietro). Sopra una serie di superficie rappresentabili pUDto ptt punto 
sopra ua piano. Noia I. [R, A, L. /?., s. IV, v. II, 2**sem., pp. 80-84 (I885-86)]. 

2169. M>8b. 

VISALLI (Pietro). Sopra una serie di supetHcie rappresentabili punto per panto 
sopra un piano. Nota IL (/?. A, L. /?., *. IV, v. II, 20sem., pp. 84-87 (1885-86)]. 

2170. M'9b, R5flL 

BATTAGLINI (Giuseppe). Nou intorno id una superficie di 8<'ordin«. [A. A, L R., 
s. II, V. II, pp. 244-249 (1874-75)]. 

H'9e. i^edi n<> 2164). 
M3 1 a. (f^edi n9 2240). 

2171. M^ 2 d. 

PIERI (Mario). Sulle normali doppie di una curva gobbet algebrka. [R.A,L, R.9 
s. IV, V. n, 1° sem., pp. 327-329 (1885-86)]. 

M^ 5 e. (Vedi n> 2220, 2249). 

2172. M3 6 d, T6. 

VOLPICELLI (Paolo). Ricerche analitiche sul bifilare tanto magnetometro, quanto 
elettrometro; sulla curva bifilare; e sulla tnisura del magnetisnio terrestre. 
[N. L. A., t. XVII, pp. 331-356; t. XVIII, pp. 1-16, 279.3 1 5 (J86J-64; 1864-65)]. 

M* . (Fedi no 2192). 

2173. M^a, 6 2 p. 

FABRl (Ruggiero). Sulle curve cicloidali. [N. L. ^., t. X, pp. 225-235 (1856-57)]. 

2174. M^a, O 2p. 

FABRI (Ruggiero). Sulla curvatura delle linee cicloidali. [NiiL. i<.,t. X, pp. 387* 
392 (1856-57)]. 

2175. H^a, O 2pk 

FABRI (Ruggiero). Alcuni ceoremi risguardanti la rettificaiione e quadratura 
delle cicloidali. [N. L, A,y t. XI, pp. 399-404 (1857-58)). 

2176. N' lb, NUc, Ql. 

D'OVIDIO (Enrico). Alcune proprieii metriche dei complessi e delle congrueuze 
lineari in Geometria proiettiva. [M. A, L. i^., s. II, v. Ill, pp. 260-268 
(1875.76)]. 

2177. N* lb, P6d. 

GREMONA (Luigi). Sulla corrispondenza fra la teoria dei sistemi di rette e la 
teoria delle superflcie. [M. A. L. K., s. U, v. HI, pp. 285-302 (1875-76)]. 



1I7& ir 1 b. 
PORCHIESt (Auftusio). Una rappmvnuziofie del compiesso lincareiullo spuu 
orfiturio. [U. A. L R., s. IV, v. I. pp. 610-621 (1884-30], 

1179. N'lc. QL 
D'OVIDIO (Enrico). Sulle reti di cocnpleisi lineiti nelli Geometru mnrico- 
proieltiv* [M. A. L R.. *. II. v. Ill, pp. (61-581 (1875-76)1. 

iiSo. H'le. QL 
D'OVlDtO (Eniico). Le terie triple e quadruple 
meiria mctiico-proiellivi. [M. A. L. R., s. 11, 

liBi. N'la 
DE PAOLIS (Riccardo). Fondarocnli di 1 
cempleui lineari. [U. A. L. R., a. IV 



i complesii linear! nelIiG«o- 
, Ul, pp. 71J-746 (i87i-;6)l, 



11 teoria dcilo spaiio geocrir 
V. I, pp. los-jji (1884-85)]. 



1181. N'le, H'le. 
CAPOKALl (Enore). Sui cornpletai e sulle congtuer 
i. III. V. II, pp. 749-769 (1877-78)]. 

aiS). N'la. 
BATTAGLINI (Giujeppe). Sui cwiiples: 
V. III. pp. 4,-44 Ci«:8-79)1. 

1184. N'la. 
BATTAGLINI (Giuseppe). Sui coniples 

V. Ill, pp. j5-« {1878-79)1- 

H'lh. (,ytdi n" iijj). 
N'lc- i^idi n' 1176). 
N>l«. (P'tH tfitiit). 

1185. IT IC 
BERTINI (Eugcnio). SulU congruenia di 

laia soliinto di superllcie focale. [T. 
(i87,}-8<))). 

1)86. N* 1 g. 
PANNELLI (Marino). Sopra 
punti si cotri^pondono 
"9 (1889)]. 



eJi 2" grado. [M. vf. L B., 



di iKOndo online. [T. A. L R., t.B 



di secondo grado. [M. A. L. R.. i.d 



e I* spKie, I 
IV. pp. ! 



^ congruence generate da due supi.T(i<le d< cut! 
, [if. A. L. R.. s. IV. V. VI, pp. lit- 



AHMENANTE (A ) Gcneruione dei connesri di 2° oriiine c 2* dasse. [M. A, t 
i, II. V. III. pp. ilj-ia8 (i«7S-76)l. 
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2188. N3f 
LAZZERI (Giulio). Sopra i sistemi lineari di conaessi quateroarl (i, i). [M,A, L. i?., 
$. IV, V. IV, pp. 259.272 (1887)]. 

2189. NUb, gi. 

BATTAGLINI (Giuseppe). Nota sui circoli nellageotnetria non euclidea. [A, A, L, /?., 
5. 11, V. I, pp! 53.61 {1873.74)]. 

N^2a. {Vedi nS 2251, 2255). 

2190. O a b, R 3 o. 

FABRI (Ruggiero). SulPuso de* principii tneccanici, nella ricerca delle propriety 
geometriche delle curve. [V. L. A., t. VI, pp. 73-76 (1852-53)]. 

2191. O 2 h. 

TORTOLINI (Barnaba). Sopra le differenti formole esprimenti i raggi delle due 
curvature di una linea tracciata sulla superficie di una sfera. [M L. ^., t. IV, 
pp. 5SS-568 (1850-51)]. 

'0 2p. {Vedi n» 2173, 2174, 2175). 

2192. O 2 q, M^. 

CALLEGARI (Pietro). Equazioni general i ai luoghi geometrici, ed applicazioni. 
[Nl L. ^., t. VII, pp. 179-218; 251-274 (1853)]. 

2x93. O 3f, 5ia. 
GREMIGNI (Michele). La teoria delle sviluppoidi e le superficie che hanno un 
sistema di linee di curvatura circolari. [Af. A, L. R,, s. Ill, v. XV» pp. 3-43 
(1882-83)]. 

2194. O 5. 
MAINARDI (Gaspare). Sulla teoria generale delle superficie. [N, L, A.^ t. IV, 
pp. 591-61 X (1850-51)]. 

2x95. O 5. 
MAINARDI (Gaspare). Pensieri intorno vari argomenti. VI. Su la teorica gene- 
rale delle superficie. [N. L. A., t. XXIII, pp. 220-229 (i 869-70)]. 

2196. 05 a, O 5 b. 
JUNG (Giuseppe). Nuovi teorcmi a coinplemento della regola di Guldin e 
propriety della spirale: 

senO 

[T. A. L, /?., s. Ill, V. VII, pp. 97-100 (1882-83)]. 
5d. (Vedi n® 2327). 



io EBmrouo uMJoaBArioo. 

OSix. {Fidi 002195). 

2197. O 5 k. O 5n. 

PUCCl (Enrico). Deli'^ngolo caratteristico c delle Hnee caratteristiche di am 
supcrficie. \R, A, U /?., $. IV, v. V, i« sem., pp. 50i-(07 (1889)]. 

2198. 05ii. 

REIN A (Vincenio). Di alcuoe propriety dclle liacc caratteristiche. [R, A. L R^ 
s. IV, V. V. lO seen., pp. 881-88$ (1889)]. 

2199. O 5p, cah. 

TORTOLINI (Baniaba). Sul valore delU cunratura totale di una supeHkie e 
suiruso di quetto valore oelU deterrainazione di alcuni integral i dfAoitida- 
plicati. [.V. L, -^., t. IV, pp. 55-70 (1850-)!)]. 

2100. O 5 q, O 6 q. 

PADOVA (Ernesto). Sulla teoria delle coordinate curvillnec. Nota I. [R. A. L R^ 
s, IV, V. IV, a« sera., pp. 569-376 (1888)]. 

2201. O 5q, O 6q. 

PADOVA (Ernesto). Sulla teoria delle coordinate curvlllaee. NoU ll.[«, A. LR^ 
s. IV, V, IV, 2« sem.. pp. 4 $4-461 (1888)]. 

2202. O 6 g. 

REIN.A (Vincenio). Sugli oricicli delle sujjerficie pseudosferiche. [R, A. L R.t 
$. IV, V. V, |0 snn., pp. 448-456 (1889)]. 

2205. O 6h, Ql. 
BIANCHI (Luigi). Sulle superHcie d*area rainima negli spazi a curvatura co- 
stante. (M. A. L. /?., s. IV, v. IV, pp. SO3-519 (1887)]. 

2204. O 6 k, Ql. 

BIANCHI (Luigi). SulTapplicabilitiL delle superficie degli spazi a curvatura co- 
stante. [Af. A. L. R., s. Ill, v. II, pp. 479-484 (1877-78)]. 

2205. O 6 k. 

VOLTERRA (Vito). Sulla defonnaaione delle superficie flessibili cd incstcndi- 
bill. [R, A. L. R., s. IV, v. I, pp. 274-278 (1884-85)]. 

2206. O 6 k. 

BIANCHI (Luigi). Sulla equazione a derivate parziali del C a y 1 y nella teoria 
delle superficie. [R. A. L. R., s. IV, v. IV, i® sera., pp. 442-445 (1888)]. 

2207. O 6 n. 

PIZZETTI (Paolo). Sullc rapprcijaiazio li gjografiche conforrr.i. Nota I. [R. A.LR.i 
s. IV, V. I, pp. 599-60$ (iSS4.8>)]. 
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2208. O 6 n. 

PIZZETTI (Paolo). Sulle rapprescntazioai geografichecoaforrau Nota II. [R, A. L, /?., 
$. IV, V. I, pp. 628^32 (1884-85)]. 

2209. O 6 p. 

BIANCHI (Luigi). Sopra una classe di sistemi tripli di superficie ortogonali. 
[r. A. L. /?., s. Ill, V. VII, pp. 46.47 (1882-83)]. 

2210. O 6p. 

BIANCHI (Luigi). Sopra i sistemi tripli ortogonali di W e i n g a r t e n. [/?. .^. L. /?., 
s. IV, V. I, pp, 16J-166 (1884-85)]. 

221 1. O 6p. 

BIANCHI(Luigi).Soprai sistemi tripli ortogonali dl We in gar ten. [R, A, L, /?., 
s. IV, V. I, pp. 243-246 (1884-85)]. 

2212. O 6p. 

BIANCHI (Luigi). Sopra i sistemi trip'.i di superficie ortogonali che contengono 
un sistema di superficie pseudosferiche. [R. A, L, /?., s. IV, v. 11, 1° sem., 
pp. 19-22 (1885-86)]. 

2213. O 6p. 

BIANCHI (Luigi). Sui sistemi di Weingarten negli spazi di curvatura co- 
sunte. [M, A. L. R., s. IV, v. IV, pp. 221-256 (1887)]. 

O 6q. (Fedi n^ 2200, 2201). 

6ra. (Fidi n? 2127). 

Oerp. (Fedi n° 2327). 

2214. O 7flL 

BIANCHI (Luigi). Sopra i sistemi doppiamente infiniti di raggi (congruenze). 
[R. A. L. R., s. IV, V. Ill, 1° sem., pp. 369-370 (1887)]. 

2215. 8. 

CESARO (Ernesto). Formole fondamentali per Tanalisi intrinseca dclle curve. 
[R, A. L. R., s. IV, V. V, 2° sem., pp. 165-170 (1889)]. 

2216. O 8 d. 

GAUTERO (Giacinto). Sul movimento di una superficie chc ne tocca costante- 
mente un*altra fissa. [T, A, L. /?., s. Ill, v. IV, pp. 106-109 (1879-80)]. 

2217. PI, 2. 

SEGRE (Corrado). Sulla teoria e sulla classificazione dalle oniografie in uno 
spazio lineare ad un numero qualunque di dimensioni. [Af. A. L. /?., s. Ill, 
V. XIX, pp. 127-148]. 
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2228. P 4 g. 
CHIZZONI (Francesco). Sopra una certa (amiglia dt superficie che s'incoiitratio 
ia una trasforniazione Involutoria di terto grade nello spazio. [k. A, L. R.t 
s. ly, V. II, i^ scm., pp. 470-476 (1885-86)]. 

1229. P 4 g. 
MONTESANO (Domcnico). Su le trasfermazioni involutoric dell spazio Che de- 
terminano un complesso lineare di rette. Nota I. [R. A. L. R»f s. IV, v. IV, 
i^ sexn., pp. 207-215 (x888)]. 

42)0. P 4 g. 

MONTHS ANO (Dotnebko). Su le trMformazioni involutoric dello spazto che de* 
terminano un complesso lineare di rette. Nota II. [R, A. L. 1^, s. IV, v. IV, 
i^ sem., pp. 277-285 (1888)]. 

2231. P4g. 

MONTESANO (Domenico). Suite reciprociti birazionall nulle dello spazio. 
[R. A. L. R.,s. IV, V. IV, lo sem., pp. 583-590 (1888)]. 

2232. P4g, N'lh. 

MONTESANO (Domenico). Su la trasformazione involutoria deilo spazio che 
determina un complesso tetraedrale. [R. A, L, /?., s. IV, v. V, 1^ ttm.i 
pp. 497-501 (1889)]. 

2233. P4g. 

MONTESANO (Domenico). Su le trasformazioni involutorie delio spazio nelle 
quali ai piani corrispondono superficie di ordine neon una retta (n — 2)-pla. 
[R. A. L, i?., s. IV, V. V, 2^ sem., pp. 123-130 (1889)]. 

P4g. (r«/i n« 2159). 

2234. P 6 a. 

DE PAOLIS (Riccardo). Le trasformazioni piane doppie. \M, A. L. /{., s. Ill, 
V. I, pp. 5 "-544 (1876-77)]. 

2235. P6a, Ql. 

DE PAOLIS (Riccardo). La trasformazione piana doppia di secondo ordine e la 
sua applicazione alia geometria non euclidea. [if. A. L. R,^ s. Ill, v. II, 
pp. 31-50 (1877.78)]. 

2236. P 6 a, M<61. 

DE PAOLIS (Riccardo). La trasfonTiazione piana doppia di terzo ordine, primo 
genere, e la sua applicazione alle curve del quarto ordiae. [if. A, L. R.^ 
s. Ill, V. II, pp. 851-878 (1877-78)]. 

2237. P 6 a. 

DE PACX^IS (Riccardo). Le trasformazioni doppte dello spazio. [if. A. I. /^., 
s. IV, V. I, pp. 576-608 (1884.85)]. 
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22)8. P 6 a. 
JUNG (Giuseppe). Sulle trasforinaztoDi plane multiple. [R. A. L. /^, s. IV,v. II, 
2** sem., pp. )02»3o6 (i88$-86)]. 

22)0. P 6 a, P4a. 
JUNG (Giuseppe). Di due trasforniazioni multiple associate a ogni trasfoma- 
xione biraiionale. [R, A, L. /?., s. IV, v. II, 2*> sem,, pp. 5)8.344 (i 88 $-86)]. . 

2240. P 6 a, M'la. 

VISALLI (Pictro). SuUe figure generate da due forme fondatnentAli di secooda 
• specie fri le quali esiste una corrispondenza multlpla (i» f) di grado f. 
\R. A. U R., s. IV. V. Ill, lo sem., pp. 124-127 (1887)]. 

2241. P 60. 

CHIZZONI (Francesco). Sopra le involuzioni nel piano. [M. A. L. R.9 s. Ill) 
V. XIX, pp. )oi-34) (1883-84)]. 

PedL i^uU n« 2177). 
P 6 g. (K«rfi n« 22$3). 

2242. Ql, 2. 

DMVIDIO (E(uico). Le fuuaioni metriche fondamentali negli spaai di quaate si 
vogliano ' dimension! e di curvaturt costante. [If. A. L. R., s. Ill, v. I, 
pp- 02v)-v)86 (1876.77)]. 

QL i^tJi n^ 2136, 2176, 2i79» 3<^ aiS9» 2203, 2204, 2235, 

^H^ 2579)- 

224). QIa. 
VERONHSH ((nuscppe). 11 continuo rettilineo* e Tassioma Vdi Archiniede. 
[M. A, U R„ s. IV, ▼. VI. pp. 603-^24 (1889)]. 

1 a. {F$ii qo 2218). 

2244. a. 

VERONESE (Giuseppe), .\lcuni teoremi sullt geometrit t n dimensionL NouL 
\T, A. L /?., s. Ill, V. V, pp. 303.304 (1880-81)]. 

224S* Q a. 

VERONESE (Giuseppe), .\kuni teoremi sulIa georoetria a « dimensionL Nota II 
(r. A. L R., $. Ill, V. V, pp. )33.338 (1880-81)]. 

224ewOa, iP4dL 

VERONESE (Giuseppe). La saperikie oroaloide normale a doe diniensioni edd 
quaitv^ orJiuo dcMo spaxio a cinque dimensioni e le soe pro|ezioni nel piano 
c nc lo sp.uio ordiiurio. [II. J. L R,, s. Ill, v. XIX, pp. 344.371 (1883-84)]. 
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2247. Q 2. 

CASSANI (Pietro). Gli aagoli d^gli spazi lineari. [R, A, L, R,, s. IV, v. I, 
pp. 133-136 (1884-85)]. 

2248. Q 2, P L 

SEGRE (Corrado). Sugli spazi fondamentali di un*omografia. [R, A. L. R.^ s. IV, 
V. II, i<» scm., pp. 325-327 (1885-86)]. 

2249. Q2, W5 .6. 

CASSANI (Pictro). Un teoreroa generale sulle linee norinali degli spazi dispari. 
[R. A, LyR.j s. IV, V. II, 1° sem., pp. 482-484 (1885-86)]. 

2250. Q 2, L* 17 g. 

BERTINI (Eugenic). Sui fasci di quadriche ia uno spazio ad n dimension!. 
[R. A, L. R,y s. IV, V. II, 2° sem , pp. 208-211 (1885-86)]. 

2251. Q 2, N^2a. 

FIERI (Mario). Sul principio di corrispondenza in uno spazio lineare qualunque 
ad n dimensioni. [/?. A. L, R,^ s. IV, v. Ill, 1° sem., pp. I96.I99 (1887)]. 

2252. Q2, M<2g. 

SEGRE (Corrado). Sulle variety algebriche composte di una serie sempliceroentc 
infinita di spazi. [R, A. L R, s. IV, v. Ill, 2° sem., pp. 149-153 (1887)]. 

2253. Q 2, P6g. 

ASCHIERI (Ferdinando). Sulla curva norma le di uno spazio a quattro dimen- 
sioni. [M. A, L. R.y $. IV, V. IV, pp. 172-180 (1887)]. 

2254. Q 2, M«6. 

BORDIGA (Giovanni). La superficie del 6° ordine, con dieci rette, nello spazio 
R^'j t le sue projezioni nello spazio nrdinario. [M, A. L, /?., s. IV, v. IV, 
pp. 182-203 (1887)]. 

2255. Q2, N^2a. 

CASTELNUOVO (Guido). Numero degli spazi che segano piii rette in uno spazio 
ad n dimensioni. [R. A, L. /?., s. IV, v. V, 2° sem„ pp. 71-78 (1889)]. 

Q 2. (f^edi n* 2217, 2242). 

2256. Q 3 a. 

TONELLI (Alberto). Osservazioni sulla teoria della connessione. [A. A, L. /?., 
s. II, V. II, pp. 594-60X (1874-75)]. 

2257. Q 3 a. 

BORTOLOTTI (Ettore). Sopra un teorema della teoria dclla connessioire. [R. A. L. /?., 
s. IV, V. V, 2° sem., pp. 229-234 (1889)]. 
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a2sa.Q4a, PI, Pa. 
VERONESE (Gioteppc). Sopn tlcuoe notcYoU coafigHrsuioDi dl penti, rette e 
piani, di conichc c di supcrficie di 2® ordiae. [7*. A. L. R.^ s. HI, f. IV, 
pp. IJ2-149 (1879.S0)]. 

2259.04 a, Fl, pa. 
VERONESE (Giuseppe). Sopra alcune noievoli conligtintiooi di pcmti, rette epiani, 
di coniche e superficle di 2® grado e di altre curve t superfide [M. i^. L IL, 
$. in, V. IX, pp. 265-54) (1880^1)]. 

Q 4 a. {VM Di 21 )0, 2165). 

2260. 04 b. 

VOLPICELLI (Paolo). Solosiooe compleu e generate, mediante la geomctrk il 
situaziooe, del problema relativo alle corse del cavallo sopra qoalunqot scac- 
chiere. [A. A. L. R., L XXV, pp. 87-160, 364-454; L XXVI, pp. 49-187, 
241.325 (187X.72, \%^^'^l)\ 

2261. Rlc. 

CHELINI (Domcnico). Dimostrazione nuova del parallel ograraino de* moti ro- 
tatorL (?/. L, A,^ t IV, pp. 377-380 (1850-51)]. 

2262. R 3. 

BELLAVITIS (Giusto). Sulla Statica. [If. A. L. R„ s. Ill, v. V, pp. 29-42 
(1879-80)]. 

RSe. (f^edi n<' 2190). 

2263. R 4 b a. 

MORERA (Giacinto). Suirequilibrio delle superficie flessibili 6i hiesteodibilL 
[r. A. L, R., u III, V. VII, pp. 26S-270 (1882-83)]. 

2264. R 4 b Qc 

VOLTERRA (Vito). SuH'equilibrio delle superficie flessibili cd inestendibill 
Nota I. [T A. L. R.^ s. Ill, y, VIII, pp. 214-217 (1883-84)]. 

2265. R4bQc 

VOLTERRA (Vito). SuH'equilibrio delle superficie flessibili ed inestendibili. 
Nota II. [T. A. L. R., s. Ill, v. VIII, pp. 244-246 (1883-84)]. 

22':>6. R4ba. 
PADOVA (Ernesto). Ricerche suirequilibrio delle superficie filessi Ml i ed iMMcti- 
dibili. Nota 1. [R. A. L. /?., s. IV, v. I, pp. 269-274 (1884-85)). 

2267. R 4 b X. 
PADOVA (Ernesto). Ricerche suirequiUbrio delk svperOde fltssiUli ed ineMb^ 
dibili. Nota 11. [R, A. L. R., s. IV, v. I, pp. 30^)09 (1884-85)]. 
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1268. R 4 a 
GEBBIA (Michele). Sugli sforzi interni dei sistemi articolati. [M. A. L, R,^ s. Ill, 
V. XIII, pp. 259-273 (1881-82)]. 

2269. R 4 d. 

FAVERO (Giovanni Bittista). Intorno alle figure reciproche della Statica gra- 
fica. [ji. A. L. /{., $. II, V. II, pp. 4$$«495 (1874-7$)]. 

2270. R 4 d. 

SAVIOTTI (Carlo). Sopra alcuni punti di Statica grafica. [M. A. L. R., s. Ill, 
V. I, pp. 704-740 (1876-77)]. 

2271. R4d. 

PADELLEm (Dino). Figure altcrnam^nte reciproche ottenute mediante lo spo- 
stamento (inito di un sistema rigid o c diagrammi rcciprod plani che se ne 
deducono. [T. A, L. *., i. Ill, v. Ill, pp. I20»i2i (1878-79)], 

2272. R 4 d. 

SAVIOTTI (Carlo). Sopra un nuovo metodo generate dicomposicione dell e forze 
c sua estensiont al calcolo dellc travature reticolari, [Af. A, L. /{., s, 1(1, 
V. Ill, pp. 240*r247 (i878-79)]. 

2273. R4da. 

FAVERO (Giovanni Battista). La determinazione grafica delle forze interne nelle 
travi reticolari. [Af. A, L. R„ s. III, v. II, pp. 201-273 (1877-78)], 

2274. R 4 d a. 

SAVIOTTI (Carlo). Le travature reticolari a membri caricati. [M. A, L, /?., s. Ill, 
v. II, pp. 523-532 (1877-78)]. 

2275. R4da. 

GUIDl (Camillo). Sulla determinazione grafica delle forze interne negli archi me- 
tallici. [Af. A, L, /?., s. Ill, v. IV, pp. 3-18 (1878-79)]. 

2276. R 4 d a. 

GUIDI (Camillo). Sulla determinazione gniHca delle forze interne nelle travi omo- 
genee e nelle travi reticolari appoggiate agli estrcmi e soggette ad unsoprac- 
carico mobile. [M,A,L, /?., s. Ill, v. V, pp. 3-28 (1879-80)]. 

2277. R4da. 

GEBBIA (Michele). Determinazione grafica degli sforzi interni nelle travature re- 
ticolari con aste sovrabbondanti. [M. A. L, /{., s. HI, v. IX, pp. 467-479 
(1880-81)]. 

2278. R5a. 

FAVERO (Giovanni Battista). Intorno ad un recente studio sulU gravitA* 
[R. A, L. R., s. IV, V. IV, 1° sem., pp. 310-31} (1888)], 
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R5a. (FuU no 2170). 

2279. R 5 a OL 

KELLER (Filippo). SulPattrazione del parallelepipedo. [A. A. L, R., t. XXV, 
pp. 3i7-)28 (1871.72)]. 

2280. R 5 a a. 

BET1*I (Enrico). Sopra U funsione potenziale di una ellissi omogenea. [A, A, L R^ 
s. II, V. II, pp. 262-265 (1874-75)]. 

2281. RSaoc 

BELTRAMI (Eugenio). SuU* attrazione di un anello circolare od ellittico. 
[AT. A. L. /?., s. Ill, V. V, pp. 183-194 (1879.80)]. 

2282. R 6 b. 

DINI (Ulisse). Sulla funzione potenziale deU'ellissi e dell'ellissoide. [A, A. LR., 
$. II, V. II, pp. 689.707 {1874.75)]. 

228). R5b. 
GLASER. Distribuzione di materia agente sulla superficie di un elissoide, per 
ottenere nelPinterno di detto soHdo una data azione costante in graodem 
c dtrezione. [T, A. L. /{., s. Ill, v. VII, pp. 224.227 (1882.83)]. 

2284. R 6 b. 

BETTI (Enrico). Sopra una estensio'ie dei principi general i del la diniroici. 
[T, A. L. R., s. Ill, V. II, pp. 32-33 (1877.78)]. 

2285. R 6 b. 

SIACCl (Francesco). Teorenu fondamentale nella teoria delle equazioni canonicbe 
del moto. [M, A. L R., s. Ill, v. XII, pp. 423.436 (1881-82)]. 

2286. R 6 b Y- 

SIACCl (Francesco). Sopra una proposizione di Jacobi. [T. A, L. /?., s. lll» 
V. IV, pp. 236.240 (1879.80)]. 

2287. R 7 a. 

CERRUTI (Valentino). Sopra una trasformazione delle equazioni del nioto di uo 
punto materiale. [T. A. L. 1?., s. Ill, v. Ill, pp. 196.197 (1878-79)]. 

2288. R 7 a. 

CESXRO (Ernesto). Formole relative al nioto d'un punto. [R. A, L. R , s. IV, 
V. IV, I® sera., pp. 18.19 (1888)]. 

2289. R 7 b 8. 

AZZARELLI (Mattia). Moto d:i proioiti nei mezzi rcsistenti. [V. L. A,^ t. XVI, 
pp. 1071-1091 (1862.63)]. 



. ACCADSHIA E 



TAGLINI (Giuseppe). Sul movimento pet 
s. Ill, V. I, pp. 111-211 (1876-77)]. 

3391. R 7 £ 
BATTAGLINI (Giuseppe). Sol movimento per u 
s. Id. V. I. pp. 6JI-658 (1876.77)]. 

2191. R 7 g. 
VOLPiCELLI (Paolo). Del moto rettiliaeo lungo un sistenu di piani diversa- 
tnenie inclituci, e coniigui. [W. L. A., t. XIII, pp. 417-4)1, 47S-49cr, t. XIV, 
pp. 107-120 (1859-60, 1860-61)], 

2293. R7g. 
TOLPICELLI (Paolo). Appeodke -, 
^^^fienu di piuii divetsamcDie in 
^■t93 (1860.61)]. 



'..{T. A.L.R., 



Watt, di JO ordine. [M. A. L. R., 



moto reitiliaeo, lungo un si- 
comigui. \N. L. .J., t. XIV, pp. 181- 



2194. R 7 g p. 
DE SAINT-ROBERT (Paul). Du mouveraent d*ui 
une voiiure de cheniip de fer. [M. A. L 
(1878-79)]. 

229}. R 8 a. 

VOLPICELLI (Paolo). Dimoslraiione di un leon 
Don dimostraio, da P i s s o n. [A. A. L. R, 

3296. R 8 8. 
CERRUTI (Valenlino). Inlorno ai movimenti ii> 
pumi maieriali, [M. .1. 



mpic luipendu dans 
■ 111, pp. 277-391 



i tneccanica, eiiuncialo, e 
1. I, pp. 61-67 ('■^7J-74)]- 



. II, V, III, pp. 244-249 (i8 



3297. R 8 a. 
CERRUTI (Valentino). Itjtorno alle piccole oscillazioni di un corpo rigido in- 
letamente libero. [U. A. L. R., s. Ill, v, I, pp. m-jjo (1876-77)!. 

2198. R8e. 
PALADINI (Bernardo). Sul movimeitto di roiuione che prcode net vuoio od 
in un fluido iiicomprcnsibile un corpo soggetto a lorie di poteoiiale: 



i(«. A. L. R., 



IV, 



. IV, i" 



, pp. 187-196 (.888)]. 



2299. R 8 a <x. 
CHELINI (Domonico). Nuova dimostraiione elementare delle proprieti fouda- 
tnentall degli assi coniugati di rotazioae e degli usi perrniiienti. [V. L. A., 
;, XXll, pp. I47-'SS (1868-69)]. 
B'Xoid. Cire. M't(tni.,l- IX, pane 2'. — Siitnpaio il i j novcnibrL- 1895. 12 




KimTouo ■iw.ioaitArieo. 



1 )00. R 8 « &. 

GCBfilA (Midiu'c). Su due prJi>ricii <ic'-\n toutxoac spoDianu Jei cotji. 
[M. A. I. R., i. IV, V. I, pp. }i6.j J , (i3S4^s)). 

ajoi. R 8 o 0. 
PADOVA (ErnwTo). Proprieii id mow di nti torpo di rivoliuione co^tto i 
Torte chc hinno h fuoiione poteatia'c ffcM*3 Nora I. [ff. A, L.R.^i.Vi, 
V. II, i» sem., pp. t}S-UO (1885-86)]. 

a}cu. R B O SL. 
PADOVA (Eroeita). Proprictl Jel tnolo di un corpo di rivolinione soggetto a 
fonc Che hanno U fuiubae potoitialc //cos' 3. Noii II. [J?. A. L.K.,*. IV. 
V. II, i" lem., pp. I68-I74 (i83$-8£}]. 

3)0]. BSCT- 

CRESCINI (P^b). Su] moto di unt i^ri che r^tob <u di un piano lisfo [K. A. L R., 
s. IV, V. V, i" sera,, pp. 104-109 (1889)). 

i}04. B 8 e. 
BETT[ (Eirico). Soff* il mow di ut siti-mi di uo numcro quilunqucJi punii, 
[T. A. L R., s. Ill, V. I, pp. 1J9-IJ0 (1876-77)]. 

330;. R8e. 
SIACCI (Francesco). Su'le fons arc a produrre eguali sposiamenti. Noti I. 
[R. A. L. «.,». IV. V. V, i» sem.. pp. 6i6-6jo (1889)]. 

a]06. R8a. 
SIACCI (Franceico). Sulle (on-: nt-i a produrre eguali sponamcnti. Noti 
[«. A. L. R.. i. IV, V. V, i« sem.. pp. 816-860 (1889)], 



l]07. RSfot. 
CERRUTl (Valentino). Nuovo leoftma geoerale di m^canica. [T. A. L 
i. III. V. n, pp. 7S.76 {I877-78)]- 

i)og. R 9 b. 
VOLPICELLI (Paolo). Rorki c'<:m:nure dell'uno fra lo'idi, qualucque st 
natura e \i forma dci tneddimi. suppotii pcrfenimente liberi. |V. L A. 
I. I. pp. IS2-169 (1847-48)]- 

1109. S 3 a. 
MORERA (GUcinto). Sui m( 
i" Mm., pp. 611-617 (lE 

1310. S6b. 

SIACCI (Francesco). Sugli angoli i 
j-Min,, pp. 211-116 (1887)). 






elicoid^li Jd lluidi. \K. A. L. R.. t. IV. v. 



giiuia. [R.A.Utl, *. IV. ■ 



R. ACCAbEMTA DEI LIMCBI. 9t 

2}ix. T 2 a. 
VOLPICELLI (Paolo). Sulla dottrina di Galileo, circa la resisienza relativa 
dcllc travi. [A, A. L. /?., i. XXIV, pp. 448-461 (1870.71)]. 

2312. T2a. 

MENABREA (Luigi Federico). Sulla dcterminazione delle tensioni e delle pres- 
sioni ne' sistemi elastici. [A. A. L. /?., s. II, v. 11, pp. 201-229 (1874-75)]. 

2313. T 2a.. 

CERRUTI (Valentino). Sopra un tcorema del sig. Menabrea. [A. A, L, R.t 
s. II, V. II, pp. 570.581 (1874.75)]. 

2314. T2a. 

CERRUTI (Valentino). Sulle vibrazioni dci corpi elastici isotropi, [M,A.L. /?., 
s. Ill, V. VIII, pp. 361-J89 (1879-80)1. 

2315. T 2 a. 

CERRUTI (Valentino). Ricerche intorno alTcquilibrio dei corpi elastici isotropi. 
[Af. A. L. R„ s. Ill, V. XllI, pp. 81.123 (1881-82)]. 

2316. T 2 a. 

CERRUTI (Valentino). Sulla deformazione di uno strato isotropo indefinito li- 
mitato da due piani paralleli. [R. A, L, R., s. IV, v. I, pp. 521-522 (1884-85)]. 

2317. T2a. 

CERRUTI (Valentino). Sulla deformazione di un corpo elastico isotropo per aU 
cune condizioni spcciali ai limiti. [R. A, L, /?., s. IV, v. IV, 1° sem., 
pp. 785.792 (1888)]. 

2318. T2a. 

CESARO (Ernesto). Moti rigid i e defortnazioni terroiche negli spazi curvi. 
[R, A. L. /?., s. IV, V. IV, 20 sem., pp. 376-384 (1888)]. 

2319. T 2 a. 

PADOVA (Ernesto). Sulle Jeformazioni infinitesime. [R, A, L, /?., s. IV, v. V, 
1° sem., pp. 176-178 (1889)]. 

2320. T 2 a. 

CESARO (Ernesto). Sulle variazioni di volume nei corpi elastici. [R, A, L, /{., 
$. IV, V. V, 2° sem., pp. 259-264 (1S89)]. 

2321. T 2aQc. 

CERRUTI (Valentino). Sulla doformizione d'una sfera omogenea isotropi. 
Nota I. [R. A, L. R., s. IV, v. II, 1° som., pp. 461-469 (i885.'86/]. 

2322.; T 2 a a. 

CERRUTI (V.ilcntino). Sulla deformazione d'una sfera omogenea isotropa. 
Nota II. [R, A. L, R, s. IV, v. II, 1° sjm., pp. 586-593 (1885.86)]. 



\ 



CERRUTI <VatntiK>>. Svlla ddbftauione 4i im inTOlvcro sfarko bonept ftf ' 
Aui tposumettti Ac" paoii delle dae uipcrficie limiii. [Jf. W. Z- X^ i. IV, 
*. V, >• iMD^ pp. i«9-soi (1SS9)]- 

sia4< T3a«. 

MARCOLOKGO <ftebeno). SalU ddbnufioae di iraa rfna omogniei toompi 
per spectati conduioni ti limiiL [JL A. L. R„ t. IV, v. V, 2° leni^ pp. ;49- 
JS7 (tM9)l- 

ajiS- T3a 

ROITI (Antonio}. La v<riociii leorioi del loooo e U velocity tnokcoUn 
gm. [J*. At. A. V. I. ». in. pp. JMS (i»7«-77)> 

aj36.T3a 

ROITI (Antonio). Sulla proptgaiione del luono oclla odjenia teotii degli 1 
forniL [if. A. L. Jt.. «. lU, *. I. pp. 761-777 (1876-77)]. 

)!a7. TSa, 6d, 6rp. 

MANNHEIM (A.). Mimoire d'optiquc giomHrique coiKCTunl l> thiortc du poiol 
reprtseniaiir d'un ilttncnt de surface r<gl*e n v>n cinploi, unt pour b dfr 
momlniion noutelk de thtortme* relaiib < U courbarc d«s sattkce* qi 
pout la d^erminadon plane des^ltmenudes surfaces cauHituM. [if. vf. £., 
(. IV, V. [, pp. sao-S46 (i984-Ss)]. 

1)18. T8h. 

VIOLA (Carlo). Le Utnine tottili kniiotrofe colorate netU luce polaritutt ( 
rallela. [R. J. L. R., i. IV, v. IV, 1' jeiij.. pp. 19-17 ti»»«)]- 

1139- T So. 

(^ESARO (Ernesto). Sur le pouvoir rptatolrc m»Kni^lique. [ft. A. L. ff., ) 
»■ V, 1" icra.. pp. ioa-108 (1889)]. 

>;)0. T4. 
CBRRUTI (Valentino). Coniidemioni sui c.ilori specific!. [T. A. L. R.. 1 
V. I, pp. r}6-M" (1876-77)] 
i))i. TBb, B S. 
VOLPICELLI (l^ioio) Deierminirione di un integfili: definite, reUtivo alU eW 
trostitica; ed applicjiioni del medesimo. [W. L. A , t XV, pp. J8)^ 
(i86t-6i)]. 

1)31. T6a, £6. 

VOLPICELLI (Piiolo). Alcuae riraaichevoli fomiule, che si ettcngono da un 

integral!.- dcfmiio, reUiivo alU clectroitatica. [V. L, A., t. XV, pp, 44}-4t« 

(.861-61)]. 




H. ACCADfiMfA 0fel tmdftt ^i 

2533. T 6 a. 

VOLPICELLI (Paolo). Rapporti fra le ^ccumulazioni eletiriche, sopra due sfere 
coaduttrici di raggio cognito> assegnati getieralmente in termini Hniti. [N* L, A,f 
t. XVI, pp. 76-83 (1862-63)]- 

2334. T 5 a. 

VOLPICELLI (Pao'o). Alia doimnda del socio Govi sulla elettrica tensione, 
risposta del socio P. V o I p ice I li. [A, A, L. 1?., s. II, v. II, pp. 303-332 

(1874-75)]. 

2335. T 5 a. 

VOLPICELLI (Paolo). Analisi fisico-maiematica degli effetti elettrostatici rela- 
tivi ad un coibente armato e chiuso. [A, A, L. R„ s. II, v. II, pp. 609-628 

(1874-7S)]. 

2336. T6a. 

BELTRAMI (Hugenio). Sulla determinazione sperimentale della densitii elettrica 
alia superdcie dci corpi conduttori. [M. A. L. /{., s. Ill, v. I, pp< 491-502 

(1876-77)]. 

2337. T 5 a. 

VOLPICELLI (Paolo). Rett ificazi one delle formule dalle quali vitfnc rappresen- 
tata la teorica fistco-mateiaatica d^\ condensatore voltaico. [M, A, L, J?., 
s. Ill, V. II, pp. 8xi-8$o (1877-78)]. 

2338. T 5 a. 

MAGGI (Gian Antonio). Distribuzione dell*elettriciti^ in equilibfio sopra due 
conduttori piani indefmiti, parallel!, assoggettati airinduzionc di un punto 
situato nello spazio corapreso fra essi. [M. A, L. /?., s. Ill, v. VII, pp. 273- 
286 (1879-80)]. 

2339. T 5 a. 

MAGGI (Giao Antonio). Indozione elettrica %\i cdnduttori litnitati da piani inde- 
Haiti assoggetuti all'azioat 4i cotbentt c^ricMi simnietricamente intorno ad 
un asse. [M. A, L. /?., s. Ill, v. IK, pp. 421-448 (1880-81)]. 

2340. T 5 a, Hllc. 

VOLTERRA (Vito). Sopra un problenia di elettrosutica. \T, A. L, /?., s. Ill, 
V. VIII, pp. 316-318 (1883-84)]. 

2341. T 5 a. 

CESARO (Ernesto). Sulle formole di Maxwell. [H. A. L. /?., s. IV, v. V, 
1° sem., pp. 199-204 (1889)]. 

2342. T 5 c, Q 1. 

PADOVA (Ernesto). La teoria di Maxwell ncgli spazi curvi. [/?. A, I. R.f 
s. IV, V. V, 1° sem., pp. 875-Wo (1889)!. 



TS. {r«fi n" SI71}. 

JHI- T 7 •. 

FERRARIS (Galileo}. TcorciBt mlU ibtribiuiMC <i<A\t conend dettridw f 
tUMi. (V. J. L. JT, ». III. ». IV. pp. 16J-171 (187S-79)]. 

ij«- T7«. 

BELTRAMI (Easeoio). Sull'csteaiiotw del prindpto di D'Atemben alf«!it- 
trodiauniu. \R. A. I- tUi. tV, «. V, 1" lem., pp. 8sa-8)6 (1S89)]. 

«j4i. T 7 h. 

BAZZI (Eageaioj. SiU c«Iore tvUuppuo da uoi correoce dnrame 11 periodo vi- 
rukilc (M. .«. L. K^ *. HI, r. XUI. pp. S)7-»i4 (iSSi-Sa)]. 

DE GASPARIS (Amibak). Sitl vtloce del pminetranetle ortrite ellilliclK si 
nbolicbe. \T. A. i- K., *. UU «■ I. pp^ i6i-i&9 (1876-77)1. 

1M7. D a. 
DE GASPARIS (Annibate). Sul ctlcolo del pirametro nelle orbite pl» 
[T. J. L. R., i. Ill, V. I, pp. 14&-147 <iS76-77)l. 

DE GASPARES (Annilulo). Soprj atcuni eletnenil ellitca in tuoiione dcll'ia 
nulia inedia npresu in parti del raggio. [T. A. L, K.,i. Ill, v. HI, pp. t 
lia (1878-79)] 

aj49. n a. 

DE GASPARIS (Aonibale). Sul valore inveno del cubo del nggio vetton i> 
un piiucM »prcM9 cod una scrie ordiaau sccoodo !c poiciue del tetnpo. 
[T. .1. L. R.. ». Ill, V. Ill, pp. ,„-us (i5;S.79)l. 
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DE GASPARIS (Amilbile). Sopri uaa eqnuiooe fra h 
ttaiue invrrae di tre pianeti cbe scimbievolmeDie 1 
». Ill, veL V, pp. 79.80 (1880-31)]. 

aj$i. na. 

DE GASPARIS (Annibale). Sopra una nuova (ormola pel calcolo delle 
delle Mcl'e doppie. \T. A. L. «., 1. Ill, v. V, pp. i}3-i)4 (1880^1)]. 

ajsi. oa. 

DE G.ASPARIS (Annibale). Nuove serie, pec eiprimere Ic coordiiiaie eliooentri 
ill fusions Jell'aaonialia media. \T. A. £,./(., s. Ill, v. Vl,pag. 6> (i68i>f 

ajsj-oa 

BETTI (Enrico). Soi i 
Mou 1. {R. A. I. 



J \i Eiitfopi.1 <Ji un lisiema Newioniano in moio stall 
A, i. IV, V. IV. I'-Kxa., pp. nj-ns (1888)]. 
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2354. 1X2. 

BETTI (Enrico). Sopra la Entropia di un sistema Newioniano in molo stabile. 
Nota II. [R, A. L. R., s. IV, v. IV, 2° sera., pp. 195-198 (1888)]. 

2355. U3. 

DE G.\SPARIS (Annibale). Sulla espressione di u no dei termini della correzione 

delle coordinate oUittiche nella teoria delle perturbazioni planetarie. [ T. A. L. R., 
s. Ill, V. Ill, pp. 92^3 (1878.79)]. 

2356. US. 

DE GASPARIS (Annibale). Sulla variazione delle eccentricity nelle orbite pla- 
netarie. [T. A, L. /?., s. Ill, v. IV, pp. 50-51 (1879-80)]. 

2357. U3. 

DE GASPARIS (Annibale). Sulla variazione delParea descritta daila luna intomo 
alia terra, prodotta dall'azione solare. [7'. A. L, R., s. Ill, v. IV, pp. ii6- 
117 (1879.80)). 

2358. U 3. 

DE GASPARIS (.Annibale). Verificazione ed uso di una nuova formola pel cal- 
colo delle perturbazioni planetarie. [T. A. L. R„ s. Ill, v. IV, 246-248 
(1879.80)]. 

2359. U3. 

DE GASPARIS (Annibale). Sulle correzioni alle coordinate ellittiche, nel caU 
colo delle correzioni planetarie. [T, A. L. /?., s. Ill, v. V, pp. 310-312 
(X880-81)]. 

2360. n6. 

BETTI (Enrico). Sopra il raoto di un ellissoidc fluido eterogeneo. [T, A. L, /?., 
s. Ill, V. V, pp. 201.202 (1880-81)]. 

V3b. {f^edi n^ 2361). 

2361. V 3 c, V3b. 

VINCENT (H) et MARTIN (H). Passage du traits « Dc la musique » d*A r i s t i d e 
Q. u i n t i 1 i e n relatif au nonibre nuptial de P 1 a t o n, traduit et annot^ 
par M. H. V 1 n c c n t e M, H. Martin; suivi de deuK notes de M. H. 
Martin, Tune sur T^poque d*A ristide Quintilienetsur celle de Ta- 
stronome Claud ePtol^mde; l*aucre sur la chronologie de la vie et des 
oeuvrcs de Ptol6in6e. [N, L. A., t. XVIII, pp. 365.376 (1864-65)]. 

V3d. (l^edi n° 2368). 

2362. V 4. 

StolLLOT (L. Am.). Sur Toriginc de nos Chiffres. (Lettre de M. S6diIlot 
i M. le Prince B. Boncom p agn i). [N. L A., t. XVIII, pp. 316.322 
(1864-65)]. 
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1)6]. V 4 a 
UARRE (Amtide). Le Ttlkiji O'l b n A 1 b a n o 1. traduii pour U ptnnitn Foit 
(J'jprtt an Mt. iald'n de la Bibl-aiht^ue Bodliienne eott ■ Mar^ ;:£> 
n" CCXVII du Citalogue d'Uri). |W. i., ^., t XVII. pp. 389-319(186}-**)]. 

1^64. V4q. 
MARRB(AmiHle).BiogTaphie>nt>n Alba 
nlraiic du Tckrailet El-Bibadj d'A h 
(.V. L A.. I. XIX, pp. i-io (t»6s-66}], 

ij6s-V4o. 
B0NC0MPAGK1 (BalduMre). iDtrodociion au Cakul Gabad « Hawli — Tniti 
d'arithmdique iraduit de I'anbc par Francois Wocpke, ci priail 
d'aae notice de M. Ariitide Micte tat un manuscrii potsiit p» 
M.Ch a I tct,m;inbr«dc)'(nitiiutlmp«[ialdi: France (Academic d.tScitaKci). 
et conienant le tc\te atab« de ce trait^. (Avertissemeoi dc D 
pagni). [N. L A., t. XIX pp. )6o.)6i (i86}-66}]. 

3j66. V 4 o. 
MARRE fArbtide). Sur un maauicril arabe poatii par M. Chasles et cod- 
lenarti pliuieurs rraitti d'Atcroaomie et un Iiaitj d'ariihmitiijue. [K. L. A., , 
X. XIX, pp. }63-)64 (1865-66)]. 
JJ67. V4c. 
Introduction auCaku! GObarl et Hiwir. [AT. 1 /f., t. XtX, pp. }6i-}8} (iS6;-66}]. 
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1)68. V5a, V3d. 
MARTIN (Th. Henri). Sur I'lge du triitf Dt RffMica de CIci 

r£po>fue dc Theodore Mflitfnlolu. Passages de letlres adicsttci i 
B. Boncompagni, stiivii d'unc addition A m note sur I'ipoque d'Ari- 
stideQuintilienct d'un article 5ur Aritiiae Q u i n i i I Icn lirt 
iei ^iti di- Mattm^iei de Bernardino Baldi. [N. L. 
pp. 87-100 (186S-66)]. 

]j69. V 5 a. 

MARTIN (Th. Henri). Note »ur un article in*«rf dans les NouvtlUs Aniults i 
Matbimalijuts et reladf i ta publication iiitilutic: Passage du iratii 1 
la muiique > d'A r I s 1 i d c Q. u i n I i 1 i c n. [M L .4., t. XIX, pp. ]67-36S| 
(i86i-66)]. 

JJ70. V 5 b. 
BONCOMPAGNI (Baldaware). Dellc vvriioni falie du PUlone Tibu 

Iraduitore del secolo dundj.imo. [.V. L. A , t. IV. pp. 147-186 (tSiO-ji)]! 

1)71- VSb. 

BONCOMPAGNI (Ba!dasiarc) IJ.Mj vita e delle opcr« di Glieri 
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m o n e s e, traduttore del secolo duodecimo, edi Gherardo da Sabbio- 
n e 1 1 a, astronomo del secolo decimoterzo. [N, L. A,, t. IV, pp. 587*495 
(1850-51)]. 

2372. V 6 b. 

BONCOMPAGNI (Baldassare). Delia vita e delle opere di Leonardo Pisano> 
matematico del secolo decimoterzo. [N. L, A,^ t. V, pp. 5-91, 208-246 . 
(1851.52)]. 

2373. V6b, V4c. 

WOEPCKE (F.). Recherches sur plusieurit ouvrages de Leonard de Pise 
d^ouverts et publics par M. le prince Balthasar Boncompagni, et 
sur les rapports qui existent entre ces ouvrages et les travaux math^ma* 
tiques des arabes. [AT. L. ^., t. X, pp. 236*248; t. XII, pp. 230-275, 399- 
438; t. XIV, pp. 211-227, 241-269, 301-324, 343-359 (1856-57; 1858-59; 
i8:c6r)]. 

2374. V6 b. 

BONCOMPAGNI (Baldassare). Intomo ad un trattato d'aritmetica stampato nel 
1478. [N, L. A.t t. XVI, pp. 1-64, 101-228, 301-364, 389-452, 503-630, 
683-842, 909-1044 (1862-63)]. 

2375. V 6 b. 

NARDUCCI (Enrico). Intorno ad un manoscritto della Biblioteca Alessandrina 
contenente gli apici di B o e z i o, senz*abaco e con valore di posizione. 
[M, A.L. /?., s. Ill, V. I, pp. 503-509 (1876-77)]. 

2376. V 6 d. 

HARDUCCI (Enrico). Tratutello sulle divisioni, secondo 11 sistema dell*abbaco, 
scritto in Italia innanzi al secolo XII. [R, A, L. R,^ s. IV, v. I» pp. 563*566 
(1884-85)]. 

2377. V 7. 

<>OVI (Gilberto). G a 1 i 1 e o e i matematici del (lollegio Romano nel i6ii. 
[A. A. L. /?., s. II, v. II, pp. 230-240 (1874-75)]. 

2378. V 7. 

GOVI (Gilberto). Dei metodi proposti nel 1639 da B. Ca val ier i per otte* 

nere direttamente il logaritmo della somma o della differenza di due nu* 

meri del quali sono dati i logaritmi e per risolvere mediante le funzioni dr* 

. colari le equazioni dl 2^^ grado. [M. A. L. R,, s. II, v. III» pp. 173*178 

(1875-76)1. 

2379- V 8, Q 1. 
BELTRAMI (Eugenio). Un precursore italiano di Legendre e di Lobat* 
schewski. [R. A, L. U., s. IV, v. V, i® sem., pp. 441*448 (1889)]. 

Retitl. Cire. Matem.^ t. IX, parte 2*. — ^Stampato il 14 novembre 1895. 1 3 
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3)8o. V 9. 
CREMONA (Luigi). Cocnnxtnoriuooedi Domeo ico Chel ioL [T.A.L.R.y 
s. Ill, V. Ill, pp. 54.59 (1878-79)]. 

2)8i. V9. 
SELLA (Quintino). Cofmnemoraziooe del socio Gaspare MainardL 
[T, A. L. R„ $. Ill, V. Ill, pp. 126.128 (187S-79)]. 

2}82. VS. 
SELLA (Quintino). CoTDmcmorizione del socio P a o 1 o V o ^ p i c e 1 1 i. [jT.^.iLJL^ 
s. in, V. in, pp. 160-168 (1878.79)]. 

2J83. V9. 
SELLA (Quintino). Cenno necrologico di G i u s t o B e 1 1 a v i t i s. [T. s4, L, R.^ 
s. Ill, V. V, pp. 15-19 (1880-81)]. 

2384. V9. 
SIACCI (Francesco). Paolo Ballada di St. Robert. [R. A. L. /?., s. IV^ 
V, V, 1° sera., pp. 245-247 (1889)]. 

2)85. V 9. 
BRIOSCIlI (Francesco). Notizic suIIa vita e sulk operedi Giorgio Enrico 
Halphcn. \R, A, L. i?., s. IV, v. V, i® sctn., pp. 8i5«8a3 (1889)]. 
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9 III (maggio-giugno; — » » » 8)-i56 -- » » » 25-52 . . 25 aprile 18^1. 

n IV e V (lugI.-agost(»e sett.-oit.) — » » » 157-2 |S — « » » . . 22 trias"^^ 'Ji-JJ 

9 VI (novenibre-dicembre) — » n 249-552 — » » » 33-64 . . 24 dicenibre 18 

TOMO VI (Anno 1892): 

Faso. I ell (gcnn.-feb. e marzo-apr.) — Parte 1*: p. i-xxxii, 1- 04 — Parle 2*: p. i- 8 . 12 apr. iS 

» III e IV (magg.-giug. e lugl. :tg.) - w » « f>>i52 — » n » g-u^ . 50 lug). i& 

» V (scttembre- ottobre) — » » » i5 5-2t>o — » » ^> 17-32 . 12 nov. iS 

D VI (noveinbre-d.ccmbie) — » »> » 2v'!-2"'5 » » » 35-70 . 16 genn. 18 

TOMO VII (Anno 1893): 

Fasc. I e II (genn.-feb. e nnrzo-apr.) — Parte i*: p. 1-88 — Parte 2*: p. 1-8 .. . mag. 1895. 

« III e IV (magg.-giug. e lugl. -ag.) — » .» .» ^9-2jS — w » » — — 14 ott. 18)}. 

» V (seitembre-otiobre) — »> » » 2 9-272 — •> " w 14 ott. 1893. 

» VI (novembre-dicembre) — » » » -73-317 — » ** ^ 9*72 . 7 feb. 1894. 

TOMO VIII (Anno 1894): 

Fasc. I Cgennajo-febbrajo) — Parte i*: p. 1-56 — Parte 2*: p. 1-8 ... 15 mag. 1894. 

» n eIII(mir.-apr. cmag.-giug.) — » » » 57-176— » » » 9-16. . . . 16 mag. 18)4. 
» IV Cuj^'io-ai^osto) — » » » 1 77-208 - » » » 1 7-6 j.. ... 12 giug. 1894. 

» V u-tiem.)rw'*ottobre) — « » « 209-252 — »> » « 65-120. ... i ott. 1894. 

» VI (novembre-dicembre) — » » » 233-260 — » » » 121-165. ... 18 die. i8;4. 

TOMO IX (Anno 1895): 

Faso. I e II (gemi.-feb. e mar/.o-apr.) -Parte 1 ' : .v 1-112 -Parti 2*: p. 1-8 ... aS febb. i{J.)> 

» III e IV (map^f^.-^iug. e lu.-'.-i,;. - » 11 ',-21 > ■— ■< •> » 0-32 ... 30 giug. 1895 

» V (seiiembrj-ottoijr.M 21, -2/2 — > ' »> 5 5-jo. . . 1 sjtl. i^Vy 

9 VI (no vembre-di :.•...•. 1 -.■>--;7 - ' ^- l'*99 • . . 14 nov. 189$ 



Tipogvapa Mafrmnth-an 2S, via K'.mj^icro Scttimo, Palermo. 
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